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1 简介

给定一个空间 X 及其自映射 f : X → X, 动力系统致力于研究 f 在不断迭代下

的演化轨迹与渐近性质.随着空间 X 所承载的数学结构的变化, 动力系统被细化为一

些在研究方法上各有特色的分支. 例如, 在拓扑空间上, 我们关注连续映射下轨道的复

杂性和回复性,这一分支被称为拓扑动力系统,在复流形上,我们研究全纯映射的迭代,

这一分支被称为复动力系统.

当 X 具有代数簇的结构, 且 f 为X的自同态或有理自映射时, 动力系统便跨入了

代数动力系统的领域.而当我们的目光进一步聚焦于这些代数点上的数论性质, 例如考

察有理点的分布, 以及轨道的算术复杂性时, 这一交叉学科便被称为算术动力系统. 下

面, 我们给出几个算术动力系统的例子.

例 1.1 (多项式自映射). 设 k 为一个域, 我们考虑仿射空间 kN 上的多项式动力系统.

该系统由一个多项式映射 f 定义:

f : kN −→ kN

(x1, . . . , xN) 7→
(
F1(x1, . . . , xN), . . . , FN(x1, . . . , xN)

)
其中 Fi ∈ k[x1, . . . , xN ] 为多项式. 特别地, 我们有如下两个常见的映射.

(1)在复动力系统中, 最具代表性的是二次多项式族:

fc : C→ C

z 7→ z2 + c.
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尽管其形式简单, 但展现出了非常复杂的动力学性质. 通过改变参数 c, 我们可以构造

出著名的Mandelbrot集.

(2)在二维复动力系统中, 一类重要的映射是 Hénon 映射, 它由如下形式定义:

f : C2 → C2

(x, y) 7→ (y, ax+ P (y)),

其中a ̸= 0, P (y) ∈ C[y]是次数至少为2的多项式. 该映射是C2上的自同构, 并且有正的

拓扑熵, 展现了丰富的混沌现象.

例 1.2 (有理映射). 设 k 为一个域, 考虑射影空间 PN
k 上的有理映射f : PN

k 99K PN
k . 在

齐次坐标下, 该映射可表示为:

f : [x0 : · · · : xN ] 7→ [F0(x0, . . . , xN) : · · · : FN(x0, . . . , xN)]

其中, F0, F1, . . . , FN ∈ k[x0, . . . , xN ] 是次数均为 d 的齐次多项式. 为了确保良定性, 我

们要求这组多项式 Fi 是互素的. 此时, 整数 d 称为该映射的代数次数.

由于齐次坐标不能全为零, 映射 f 在某些点处可能没有定义. 我们定义 f 的不定

点集为这组齐次多项式的共同零点集

I(f) :=
{
[x0 : · · · : xN ] ∈ PN

k : Fi(x0, . . . , xN) = 0, i = 0, 1, . . . , N
}
.

在几何上, I(f) 是一个代数子集. 在射影直线 P1
k 上, 由于两个互素的齐次多项式在代

数闭域下没有公共零点,因此总是满足 I(f) = ∅. 这意味着 P1上的所有有理映射实际

上都是自同态. 当 N > 1 时, f 是一个自同态当且仅当其不定点集为空, 即 I(f) = ∅.

例 1.3 (椭圆曲线). 设 k 为特征为 0 的代数闭域（如 C 或 Q）. 一条椭圆曲线 E 可

以定义为射影平面 P2
k 中由Weierstrass方程刻画的光滑齐次曲线:

E = {[x : y : z] ∈ P2
k : y

2z = x3 + axz2 + bz3},

其中参数 a, b ∈ k 满足判别式 ∆ = −16(4a3 + 27b2) ̸= 0, 这一条件确保了曲线是光滑

的. 椭圆曲线的点集上存在天然的阿贝尔群结构, 这种结构可以通过几何上的割线或

切线实现.

• 单位元: 选取射影平面上的无穷远点 O = [0 : 1 : 0] 作为群的单位元.

• 对于曲线上的点P , 作直线PO, 根据Bézout定理, PO 与三次曲线 E 必有第三个

交点, 定义P 的逆元 −P为该点.
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• 加法运算: 对于曲线上的两点 P,Q: 连接 P,Q 作直线 ℓ (若 P = Q, 则取 E 在 P

点的切线). 将ℓ与曲线E的第三个交点记为 R, P +Q 定义为 −R.

通过这一几何构造, (E,+) 构成了一个阿贝尔群.

椭圆曲线可被视为一维的阿贝尔簇. 更一般地, 一个连通且射影的代数群被称为

阿贝尔簇, 同样有阿贝尔群结构. 当基域 k = C 时, 一个 g 维的阿贝尔簇在拓扑上等

价于一个复环面A = Cg/Λ, 其中 Λ 是 Cg 中的一个秩为 2g 的格. 对于椭圆曲线, 这正

是一个平行四边形通过对边粘合得到的环面.

椭圆曲线的群结构诱导出了一系列重要的自映射:

1. 平移映射: 对于给定的点 a ∈ E, 映射 Ta : x 7→ x + a 是 E 到自身的代数同构,

但注意它并不保持单位元(除非 a = O), 因此不为群同态.

2. 乘 n 映射: 对于任何整数 n ∈ Z, 定义:

[n] : E → E

x 7→ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n个

这是一个自同态. 当 n ̸= 0 时, 该映射是有限的, 其次数为 n2.其核E[n] = {P ∈
E : nP = O} 被称为 n-挠点, 在数论研究中具有核心地位.

例 1.4 (多边形的模空间). 给定一个正五元组 ℓ = (ℓ0, ℓ1, . . . , ℓ4) ∈ R5
>0 作为边长向量.

若平面 R2 上存在五个点 a0, a1, . . . , a4 满足 dist(ai, ai+1) = ℓi (其中下标取 mod 5),

则称该五元组是可行的.这五个点构成的闭合折线称为广义五边形.对于固定的 ℓ, 所有

满足条件的五边形集合 Pent(ℓ) 构成一个由代数方程

dist(ai, ai+1)
2 = ℓ2i , 0 ≤ i ≤ 4

定义的实代数簇. 如果我们模去平面上的平移和旋转, 那么得到二维实代数簇

Pent0(ℓ) := Pent(ℓ)/
(
SO2(R)⋊R2

)
.

为了深入研究其几何结构, 我们将问题转化为单位复数的运算. 设五边形的各边

方向由 zi ∈ U = {α ∈ C : |α| = 1} 表示, 则闭合条件等价于
4∑

i=0

ℓizi = 0. 假设对于任

意 εi ∈ {−1, 1}, 均有
4∑

i=0

εiℓi ̸= 0, 即不会发生退化情况, 我们考虑如下定义的复射影
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簇 
ℓ0z0 + ℓ1z1 + ℓ2z2 + ℓ3z3 + ℓ4z4 = 0,
ℓ0
z0

+
ℓ1
z1

+
ℓ2
z2

+
ℓ3
z3

+
ℓ4
z4

= 0.

经计算可知, X 包含 10 个奇点 qi,j, 0 ≤ i < j ≤ 4, 其坐标为 zi = ℓj, zj = −ℓi, 其余分
量为 0. 通过对这 10 个奇点进行吹起, 可以得到一个光滑的代数簇 X̂.根据代数几何

的理论, X̂ 是一个K3 曲面.

通过如下对合

s : P4 99K P4, [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] 7→
[
1

z0
:
1

z1
:
1

z2
:
1

z3
:
1

z4

]
.

我们可以给出X̂上的实结构. 更细致的解释如下: 我们首先考虑P4上的标准实结构, 其

由对合

c : P4 99K P4, [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] 7→ [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] .

其诱导X进而X̂上的实结构cX̂ : X̂ → X̂. 考虑P4上双有理对合

J : P4 99K P4, [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] 7→
[
1

z0
:
1

z1
:
1

z2
:
1

z3
:
1

z4

]
.

由于X在J作用下不变, 其诱导X到自身的双有理对合J |X , 进而诱导X̂上对合JX̂ ∈
Aut(X̂). 此处JX̂处处良定是因为 K3 曲面上的任何双有理自映射均可延拓为自同构.

容易看到JX̂ ◦ cX̂便是s所诱导的X̂上的对合, 其诱导的实结构便是我们所求. 此时X̂的

实点集被定义为对合sX̂的不动点集.

空间 Pent0(ℓ) 与 X̂ 的实点集等价:

Pent0(ℓ) ∼= {z ∈ X(C) : sX(z) = z} = {z ∈ X̂(C) : sX̂(z) = z},

因此, Pent0(ℓ) 是一个实K3 曲面. 在拓扑上, 它同胚于一个亏格 g ∈ {0, . . . , 4} 的可定
向曲面, 或是两个环面的不交并.

在 Pent0(ℓ) 上存在由几何翻折诱导的动力系统. 对于任一顶点 ai, 考虑保持其相

邻顶点 ai−1 和 ai+1 不动, 将 ai 关于直线 ai−1ai+1 进行翻折, 得到新的顶点 a′i. 这一几

何变换定义了代数自同构 σi : Pent
0(ℓ)→ Pent0(ℓ). 由此生成的翻折群

Γ := ⟨σ0, σ1, σ2, σ3, σ4⟩ ⊂ Aut(Pent0(ℓ))
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在曲面上诱导了复杂的动力学行为.

例 1.5 (特征簇). 考虑两个元素生成的自由群F2 := ⟨a, b⟩, 其SL(2,C)-表示空间定义为

R := Hom(F2, SL(2,C)) = {ρ : F2 → SL(2,C)为F2的表示}.

由于F2的表示完全由生成元的像ρ : F2 → SL(2,C)由ρ(a)和ρ(b)决定, 该表示空间可以

自然地等同于两个SL(2,C)的乘积:

R ≃ SL(2,C)× SL(2,C).

群SL(2,C)通过共轭作用作用于R上, 我们定义特征簇

X := X(F2, SL(2,C)) := R//SL(2,C),

其中X的代数簇结构由几何不变量理论给出.

考虑映射
X −→C3

[ρ] 7→
(
Tr(ρ(a)),Tr(ρ(b)),Tr(ρ(ab))

)
.

根据Fricke定理, 上面的映射为同构, 即X ≃ C3. 这意味着 F2 的任一表示的性质, 在共

轭等价意义下, 完全由这三个迹坐标 (x, y, z) 决定.

定义映射

ϕ : X → C, [ρ] 7→ Tr
(
ρ(aba−1b−1)

)
.

在 Fricke 迹坐标 (x, y, z) 下, 该映射具有简洁的代数形式: , ϕ(x, y, z) = x2 + y2 + z2−
xyz − 2. 对于任意固定的复数 D ∈ C, 曲面

XD := ϕ−1(D) = {(x, y, z) ∈ C3 | x2 + y2 + z2 − xyz − 2−D = 0}.

构成了 X 的子簇. 特别地, 当 D = −2时, 方程变为 x2 + y2 + z2 − xyz = 0, 这一曲面

被称为 Markov 曲面.

特征簇上承载了极为丰富的动力学结构.设 Aut(F2) 为 F2 的自同构群.由于共轭

作用在特征簇上诱导的是恒同映射, 因此自然的作用源自其外自同构群:

Out(F2) := Aut(F2)/F2 ≃ GL(2,Z).

对于 g ∈ Out(F2), 有 g · [ρ] = [ρ ◦ g]. 注意, 对于任意g ∈ Out(F2)以及g ∈ F2,
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ϕ(g · [ρ]) = ϕ([ρ]), 因此, Out(F2) 的作用可以被限制在每个曲面XD 上.

算术动力系统的研究通常从以下两个方面展开: 一是研究点在迭代下的分布规律,

二是参考数论中已有的成熟理论来建立动力学的版本.

轨道与特殊点的分布

在动力系统中, 我们最关心的是一个点在映射 f 的作用下会经过哪些位置.为此,

我们定义以下几个基础概念:

• 轨道: Of (x) := {fn(x) | n ∈ Z≥0};

• 周期点: Per(f) := {x ∈ X(k) |存在正整数 n 使得fn(x) = x};

• 预周期点: Prep(f) := {x ∈ X(k) |存在正整数 n < m 使得fn(x) = fm(x)}.

围绕这些点集, 我们时常研究它们的分布规律.例如:

• 在什么条件下, 周期点集Per(f)在X中Zariski稠密?

• 在什么条件下, 存在点x ∈ X(k), 使得x的轨道Of (x)在X中Zariski稠密?

与丢番图几何的类比

算术动力系统的许多问题源于丢番图几何.这两者之间存在着非常直接的类比关

系.

丢番图几何 算术动力系统

阿贝尔簇A 动力系统(X, f)

A的有限生成子群 轨道Of (x)

A的挠点 预周期点Prep(f)或周期点Per(f)

CM椭圆曲线 PCF映射

通过这种对应, 人们发现丢番图几何中的一些著名猜想在动力系统中也有合理的

对应版本. 比如, 数学家们参考Mordell–Lang 猜想, Manin–Mumford猜想以及 André–

Oort 猜想, 相应地提出了动力学版本的相应猜想. 这些猜想构成了当前算术动力系统

研究的核心框架.
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在本文中, 我们在每一章围绕一个核心问题展开讨论, 并借此介绍算术动力系统

中的若干基本方法与思想. 第二章中, 我们首先介绍 p 进方法, 并利用该方法处理平展

自同态情形下的动力学 Mordell–Lang 猜想. 第三章中, 我们介绍 Arakelov 几何与复

动力系统方法, 并运用这些工具讨论分裂自同态背景下的动力学 Manin—Mumford 问

题. 最后, 在第四章中, 我们结合复杂性理论, 探讨周期点的 Zariski 稠密性问题.
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2 平展自同态的动力学Mordell–Lang猜想

2.1 背景简介

在丢番图几何中, 关于阿贝尔簇上点分布的一个里程碑式结论是 Mordell–Lang

猜想, 由Faltings和Vojta的一系列工作证明.

定理 2.1 (Mordell–Lang猜想, [Fal91, Voj91, Fal94]). 设A/C为一个阿贝尔簇, V ⊂
A为A的一个子簇, Γ < A为A(C)的一个有限生成子群, 那么V (C) ∩ Γ可表示为有限

个Γ的子群的平移的并.

它蕴含了著名的 Faltings 定理, 即Mordell猜想: 对于数域 K 上亏格大于 1 的

代数曲线 C, 其上的有理点集 C(K) 是有限的. 事实上, 通过将 C 嵌入其雅可比簇

C ↪→ A := Jac(C), 并且令Γ := A(K)为雅可比簇的有理点群. 由Mordell–Weil定理可

知, Γ是A(C)的有限生成子群, 因此应用Mordell–Lang定理可以得到Faltings定理.

基于阿贝尔簇与动力系统的类比, Ghioca, Tucker以及张寿武提出了动力学Mordell–

Lang 猜想.该猜想将阿贝尔簇的子群替换为动力系统中的轨道:

猜想 2.2 (Ghioca–Tucker, 张寿武). 设X/C为一个代数簇, f : X → X为X的一个自同

态. 那么对于闭点x ∈ X以及子簇V ⊂ X, 回复集

{n ∈ Z≥0 : f
n(x) ∈ V }

可表示为有限个等差数列的并.
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作为Mordell–Lang猜想的动力系统类比, 动力学Mordell–Lang猜想蕴含rankΓ =

1情形下的Mordell–Lang猜想. 当rankΓ = 1时, 设Γ的非挠部分由z ∈ Γ生成, 那么对映

射f : A→ A, x 7→ x+ z应用动力学Mordell–Lang猜想可以推出Mordell–Lang猜想.

动力学 Mordell–Lang 猜想的另一个直观来源是经典的 Skolem–Mahler–Lech 定

理. 该定理指出, 一个复线性递推序列中零项出现的位置必定构成有限个等差数列.

定理 2.3. 设(An)n≥0为一个复线性递推数列, 满足递推公式

An+l =
l−1∑
i=0

aiAn+i,∀n ∈ Z≥0,

其中l ≥ 1, a0, a1, . . . , al−1 ∈ C. 那么集合

{n ∈ Z≥0 : An = 0}

可表示为有限个等差数列的并.

事实上, Skolem–Mahler–Lech 定理可以看作是动力学 Mordell–Lang 猜想在仿射

空间 Al 上的特例.

命题 2.4. 猜想2.2蕴含定理2.3.

证明. 考虑映射
f : Al(C)→ Al(C),

(z0, z1, . . . , zl−1) 7→

(
z1, . . . , zl−1,

l−1∑
i=0

aizi

)
.

令x = (A0, A1, . . . , Al−1) ∈ Al(C), V = {z ∈ Al(C) | z0 = 0}, 于是

fn(x) ∈ V ⇔ An = 0.

因此动力学Mordell–Lang猜想蕴含Skolem–Mahler–Lech定理.

Skolem–Mahler–Lech定理证明的核心方法被称为p进方法,最初由Skolem引入, Bell–

Ghioca–Tucker通过改进的p进方法证明了动力学 Mordell–Lang 猜想的一个特例.

定理 2.5 ([BGT10]). 设f : AN
C → AN

C为一个多项式映射, 并且f是平展的. 则猜

想2.2对f成立.
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事实上, Bell–Ghioca–Tucker证明了对于一般的特征0域上的拟射影簇X, 以及平

展自映射f : X → X, 猜想2.2成立. 目前, 该猜想在大部分情况下仍然是未知的. 谢俊

逸[Xie17]通过完全不同的方法证明了: 对于任意的平面多项式映射f : A2
C → A2

C, 猜

想2.2成立.

注 2.6. 对于多项式映射f : AN
C → AN

C , f是平展的当且仅当Jac(f)(z) = det

(
∂fi
∂zj

)
i,j

̸=

0, ∀z ∈ CN , 并且此时Jac(f)(z) ∈ C×为常值函数. 雅可比猜想猜测f是平展的当且仅

当f为自同构.

2.2 p进分析理论

考虑整数环Z上的p进绝对值|a|p := p−ordp(a), a ∈ Z, 满足下面的性质

• (正定性)|a|p ≥ 0, 并且等号成立当且仅当a = 0;

• (乘性)|ab|p = |a|p · |b|p;

• (强三角不等式)|a+ b|p ≤ max{|a|p, |b|p}.

定义 2.7. 我们定义Zp为Z关于| · |p的完备化, 称为p进整数环. 事实上, Zp有下面的显

式构造

Zp = {(an)n≥1 | an ∈ Z/pnZ, an+1 ≡ an (modpn)}.

我们定义Qp为Zp的分式域, 称为p进数域, | · |p可以自然地延拓到Qp上.

我们不加证明地给出下面的性质.

命题 2.8. (1) p进绝对值诱导了Zp(或Qp)上的度量, 在这一拓扑下, Zp是紧集, 并

且Z在Zp中稠密.

(2) 对于Qp中的序列(bn)n≥0, 级数
∑
n≥0

bn收敛当且仅当 lim
n→∞

|bn|p = 0.

我们记D := Zp,称为p进圆盘, DN := ZN
p , 其中N为正整数, 称为p进多重圆盘.

定义 2.9. 对于

h(x) =
∑
I∈ZN

≥0

aIx
I ∈ Qp[x1, . . . , xN ],

我们定义Qp[x1, . . . , xN ]上的Gauss范数为

∥h∥ := max
I
|aI |p.
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我们定义Tate代数TN为Qp[x1, . . . , xN ]关于Gauss范数∥ · ∥的完备化.

定义
T ◦
N := {h ∈ TN | ∥h∥ ≤ 1},

T ◦◦
N := {h ∈ TN | ∥h∥ < 1},

Tate代数TN可以被视为p进多重圆盘DN上的解析函数. 事实上, 我们有显式构造

TN := Qp{x1, . . . , xN} =

∑
I∈ZN

≥0

aIx
I | aI ∈ Qp, lim

|I|→∞
|aI |p = 0

 ,

并且对于h(x) =
∑

I∈ZN
≥0

aIx
I ∈ TN , 我们有

∥h∥ := max
I
|aI |p.

命题 2.10. Tate代数TN上的Gauss范数满足下面的性质

(1) (齐次性)对于任意a ∈ Qp以及h ∈ TN , 有∥ah∥ = |a|p · ∥h∥;

(2) (强三角不等式)对于任意h1, h2 ∈ TN , 有∥h1 + h2∥ ≤ max{∥h1∥, ∥h2∥};

(3) (正定性)对于h ∈ TN , ∥h∥ ≥ 0, 并且∥h∥ = 0当且仅当h = 0;

(4) (Gauss引理)对于任意h1, h2 ∈ TN , 有∥h1h2∥ = ∥h1∥ · ∥h2∥;

(5) (完备性)TN关于Gauss范数∥ · ∥完备.

由此可知, Tate代数TN为一个Banach Qp-代数.

例 2.11. 考虑二项式系数多项式

Bk(x) :=
x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!
∈ Qp[x] ⊂ T1.

对任意z ∈ Z, 我们有Bk(z) ∈ Z, 于是|Bk(z)|p ≤ 1. 由于Z在Zp中稠密, 因此对于任

意z ∈ Zp, 有|Bk(z)|p ≤ 1.

容易计算得到∥Bk∥ = |1/k!|p. 由于
⌊
k

p

⌋
≤ ordp(k!) ≤

k

p− 1
, 我们有

p
k
p ≤ ∥Bk∥ ≤ p

k
p−1 .

对于一元Tate代数, 我们有下面的零点孤立性定理.
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定理 2.12. 设

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ T1,

其中an ∈ Qp 且 lim
n→∞

|an|p = 0. 记

Nf := max{n ≥ 0 | |an|p = ∥f∥}.

那么在计重数的意义下, f在Zp中至多有Nf个零点.

证明. 若f = 0, 那么Nf = ∞, 结论显然. 下设f ̸= 0, 可以不妨设∥f∥ = 1, 进而f的系

数均在Zp中.

我们对Nf归纳. 若Nf = 0, 那么对于所有正整数n, 有|an|p < |a0|p. 因此对于任
意z ∈ Zp, 有 ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

anz
n

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n≥1
{|an|p} < |a0|p,

进而f(z) ̸= 0. 我们

假设Nf ≤ m − 1时, 结论成立. 下设Nf = m > 0. 设z0 ∈ Zp为f的一个零点,

即f(z0) = 0, 那么

f(x) =f(x)− f(z0) =
∞∑
n=1

an(x
n − zn0 )

=(x− z0)
∞∑
n=1

an

n−1∑
i=0

zn−1−i
0 xi

=(x− z0)
∞∑
i=0

bix
i,

其中bi =
∞∑

n=i+1

anz
n−1−i
0 ∈ Qp. 令g(x) =

∞∑
i=0

bix
i. 那么f(x) = (x− z0)g(x).

下面我们验证Ng ≤ Nf − 1. 只需验证对于所有i ≥ m, 有|bi|p < |bm−1|p. 由
于|ai|p < |am|p,∀i ≥ m+ 1, 我们有

|bm−1|p =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=m

anz
n−m
0

∣∣∣∣∣
p

= |am|p.
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并且对于i ≥ m, 有

|bi|p =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=i+1

anz
n−i−1
0

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n≥i+1

{|anzn−i−1
0 |p} < |am|p.

因此对于所有i ≥ m, 有|bi|p < |bm−1|p, 即Ng ≤ Nf − 1. 由归纳假设, g在Zp中至多

有Ng个零点, 因此结论成立.

定义 2.13. 对于

ϕ : DN → DM

(z1, . . . , zN) 7→ (h1(z1, . . . , zN), . . . , hM(z1, . . . , zN)),

其中h1, . . . , hM ∈ T ◦
N , 我们称ϕ为DN到DM的的解析映射, 记作Hom(DN ,DM). 特别地,

当N =M时, 我们记End(DN) := Hom(DN ,DN).

命题 2.14. 我们有下面的范畴等价

(
{DN : N ≥ 0},Hom(DN ,DM)

)
←→ ({TN : N ≥ 0},Hom(TM , TN))op ,

其中Hom(TM , TN)为Banach Qp-代数的态射.

证明. 考虑一个解析映射ϕ : DN → DM , 由(h1, . . . , hM)给出, 其中hi ∈ T ◦
N . 那么ϕ诱导

了拉回映射
ϕ∗ : TM → TN

f 7→ f ◦ ϕ,

满足

(1) 对于a, b ∈ Qp, 以及h1, h2 ∈ TM , 有 ϕ∗(ah1 + bh2) = aϕ∗(h1) + bϕ∗(h2);

(2) 对于h1, h2 ∈ TM , 有ϕ∗(h1h2) = ϕ∗(h1)ϕ
∗(h2);

(3) 对于h ∈ TM , 有∥ϕ∗(h)∥ ≤ ∥h∥.

这意味着ϕ∗可以被视为Banach Qp-代数TM到TN的态射.

另一方面,给定BanachQp-代数的态射ψ : TM → TN ,我们有N -元Tate代数ψ(t1), . . . , ψ(tM).

由[BGR84][§5.1.3, Theorem 4], Banach Qp-代数的态射是非扩张的, 于是有∥ψ(ti)∥ ≤
1, i = 1, . . . ,M . 这诱导了DN到DM的解析映射ψ∗ := (ψ(t1), . . . , ψ(tM)). 如上定义的函

子诱导范畴等价.
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2.3 定理2.5的证明

定义 2.15. 对于解析映射

Φ : D× DN → DN

(t, z) 7→ Φ(t, z) = Φt(z),

我们称Φ为DN上的解析流. 如果满足

(1) Φ ∈ Hom(DN+1,DN);

(2) Φ可被视为阿贝尔群(D,+)在DN上的作用, 即满足

Φs(Φt(z)) = Φs+t(z),∀s, t ∈ D, z ∈ DN .

将TM和TN视为Qp-线性空间, 对于有界线性映射ψ : TM → TN , 定义其算子范数

∥ψ∥ := sup
h∈TM\{0}

∥ψ(h)∥
∥h∥

.

我们有下面的p进插值定理.

定理 2.16 ([Bel06, BGT10, Poo14]). 设ϕ ∈ End(DN), ∆ := ϕ∗ − id : TN → TN为有
界Qp-线性映射, 满足

∥ϕ∗ − id∥ < p−c,

其中正整数c满足c > 1
p−1

. 那么存在DN上的解析流D× DN → DN , 满足对所有非负整

数n以及z ∈ DN , 有Φ(n, z) = ϕn(z).

证明. 由于ϕ∗ = id + ∆, 我们有

(ϕ∗)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
∆i =

∑
i≥0

Bi(n)∆
i,

其中Bi为二项式系数多项式.

对于t ∈ Zp以及h ∈ TN , 我们考虑

(ϕ∗)t(h) :=
∑
i≥0

Bi(t)∆
i(h) ∈ TN{t} := Q{t, z1, . . . , zN}.
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我们验证上式收敛. 事实上,

∥Bi(t)∆
i(h)∥ ≤ ∥Bi∥ · ∥∆∥ · ∥h∥ ≤ p(

1
p−1

−c)i∥h∥,

当i→∞时, 上式趋于0, 于是(ϕ∗)t(h)良定义. 对于固定的h1, h2 ∈ TN ,

(ϕ∗)t(h1h2) = (ϕ∗)t(h1)(ϕ
∗)t(h2)

对所有t ∈ Z成立, 根据定理2.12, 上式对所有t ∈ Zp也成立.

我们考虑算子

Φ∗ : TN → TN{t}, h 7→ (ϕ∗)t(h),

那么Φ∗为有限生成Qp-代数的态射, 此时Φ∗诱导解析映射Φ : D × DN → DN , 容易验

证Φ为解析流.

在证明定理2.5的过程中, 我们需要使用下面的Lech嵌入引理.

引理 2.17 ([Lec53]). 设K为Q的有限生成扩张, S ⊂ K为有限集, 那么存在无穷个素

数p, 以及域嵌入ι : K ↪→ Qp使得,

ι(S \ {0}) ⊂ Zp.

定理2.5的证明: 设X = AN
C , 为了简单起见, 我们只证明f : X → X为多项式自

同构的情形. 设V为X的子簇, 由于若干等差数列的交仍为等差数列, 我们可以不妨

设V为X中的超曲面, 即V由h(x1, . . . , xN) = 0定义, 其中h ∈ C[x1, . . . , xN ].
设z ∈ AN(C), S为f, h的所有系数以及z的所有坐标组成的集合. 令K为由S生成

的Q的有限生成扩张, 由引理2.17, 存在素数p ≥ 3以及嵌入ι : K ↪→ Qp, 使得ι(S) ⊂ Zp.

那么f, V, z诱导f̃ : AN
Qp
→ AN

Qp
, Ṽ ⊂ AN

Qp
, 以及z̃ ∈ AN(Zp). 我们只需对(f̃ , Ṽ , z̃)证明猜

想2.2.

存在正整数n1 > n2使得f̃
n1(z̃) ≡ f̃n2(z̃) (mod p2). 用fn2

p (z̃)代替z̃, 可不妨设z̃在

模p2下是f̃ -周期的. 考虑平移σ : AN
Qp
→ AN

Qp
, x 7→ x+ z. 那么猜想2.2对(f̃ , Ṽ , z̃)成立当

且仅当对
(
σ−1 ◦ f̃ ◦ σ, σ−1(Ṽ ), 0

)
成立, 因此可不妨设z̃ = 0.

设f̃(x) = Lx+ pR(x), 其中L ∈ GLN(Zp), R ∈ (Zp[x1, . . . , xN ])
N , 由于GLN(Fp)为

有限群, 我们取正整数m使得 fm(0) ≡ 0 (modp2)

Lm ≡ I (modp).
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那么g(x) =
1

p
f̃m(px)所有系数均在Zp中, 因此g ∈ End(DN). 注意g ≡ id (modp),

即∥g − id∥ ≤ 1

p
. 由定理2.16, 存在解析流

Φ : D× DN → DN

使得对于所有非负整数n, Φ(n, x) = gn(x).

对于0 ≤ r ≤ m− 1, 定义

Vr := {x ∈ DN : h̃(f̃ r(px)) = 0}

其中h̃是定义Ṽ的多项式. 那么对于非负整数n, f̃nm+r(0) ∈ V当且仅当gn(0) ∈ Vr.
由定理2.12, h̃(f̃ r(pΦt(0))) = 0对有限个t成立或对所有t ∈ Zp成立. 于是

{n ∈ Z≥0 : g
n(0) ∈ Vr}

为有限个等差数列的并. 因此

{n ∈ Z≥0 : f
n
p (0) ∈ Ṽ }

是有限个等差数列的并.

注 2.18. 除了定理2.5以外, p进方法被广泛应用于算术动力系统的研究中. 其中包

括Amerik[Ame11]使用p进方法证明了有理映射无穷轨道的存在性, 以及Cantat和谢俊

逸[CX18]对于双有理自同构证明了Zimmer纲领的一个类比.

3 分裂自同态的动力学Manin–Mumford猜想

3.1 背景简介

关于阿贝尔簇挠点的分布, 经典的 Manin–Mumford 猜想给出了一个刻画, 这一猜

想被Raynaud解决.

定理 3.1 (Manin–Mumford猜想,[Ray83]). 设A/C为阿贝尔簇, V ⊂ A为子簇. 如果V ∩
Ators的Zariski闭包为V , 那么V = a+B, 其中a ∈ Ators, B为A的阿贝尔子簇.

此类问题被数学家称为“反常相交”,其核心哲学在于:对于代数簇 X 中的一类“特

殊点”（如阿贝尔簇中的挠点或映射的预周期点), 如果子簇 V 包含了“过量”的特殊
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点, 那么 V 本身必然满足某种特殊的性质. 一个简单的例子如下:

定理 3.2 ([Lan65]). 设C ⊂ A2
C为一条不可约代数曲线, 考虑单位根组成的集合

µ∞ := {ζ ∈ C |存在n ∈ Z>0 使得 ζn = 1}.

如果存在无穷多个点(ζ1, ζ2) ∈ C ∩ µ2
∞, 那么存在不全为0的整数a, b 使得C ∩

(C∗)2为曲线xayb = 1的一个连通分支.

Manin–Mumford猜想有多个不同的证明: Raynaud[Ray83]最初的证明基于Galois表

示, 此后, Ullmo[Ull98]和张寿武[Zha98]利用等分布定理证明了更强的 Bogomolov猜

想, Hrushovski[Hru01]则通过模型论将结论推广至任意特征域. Pila 与 Zannier [PZ08,

Pil11]引入了 O-minimality给出了新的证明,这一方法对之后的算术几何产生深远的影

响,特别是其极大促进了André–Oort猜想的研究. 此外,谢俊逸[Xie18]引入了Scholze的

完美胚理论研究这类问题,基于谢俊逸的方法,邱聪灵[Qiu23]给出了Manin–Mumford猜

想的另一个新证明.

问题 3.3 (动力学Manin–Mumford问题). 设X是一个射影簇, f : X → X为一个极化

自映射, 即存在一个X上的丰沛线从L使得f ∗L ≃ L⊗d. 设 V ⊂ X为一个子簇. 如

果V中的f -预周期点集V ∩ Prep(f)在V中Zariski稠密, 那么V是否是预周期的? 即存

在n > m ≥ 0使得fn(V ) = fm(V ).

阿贝尔簇的Manin–Mumford猜想可以被视为动力学Manin–Mumford问题对于X为

阿贝尔簇, f为乘2映射[2]时的特例. 容易发现, 对于阿贝尔簇A以及映射[2] : A→ A,

Prep([2]) = Ators.

此时动力学Manin–Mumford问题与Manin–Mumford猜想等价.

然而, 在一般情况下, 问题3.3不成立, Ghioca–Tucker–张寿武[GTZ11]提出了下面

的反例:

例 3.4. 设E复数域上一条带复乘的椭圆曲线, 那么存在一个阶R ⊂ C使得有同构

ι : R→ End(E)

ω 7→ [ω].

考虑X = E × E以及对角线∆ ⊂ E × E. 取ω1, ω2 ∈ R使得|ω1| = |ω2| > 1, 并

令f = ([ω1], [ω2]). 那么∆是f -预周期的当且仅当
ω1

ω2

为单位根. 特别地, 如果取E : y2 =

x3 + x并且令f = ([5], [3 + 4i]), 此时问题3.3不成立.
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即便如此, 人们仍然想知道, 在什么条件下问题3.3成立. 这方面目前已知的结

果不多. 其中包括Ghioca–Nyguyen–叶和溪[GNY19]对分裂自同态完全解决了问题3.3,

Ghioca–Tucker–张寿武[GTZ11]证明了问题3.3对于阿贝尔簇的群自同态成立,谢俊逸[Xie18]证

明了射影空间上Frobenius映射的提升的情形, 以及Dujardin–Favre–Ruggiero[DFR]对

大部分平面上的正则多项式映射给出了证明. 本节我们将要介绍Ghioca–Nyguyen–叶

和溪的工作, 我们给出一个简化版本的证明, 主要应用了复动力系统的理论以及算术

等分布定理.

3.2 复动力系统

设有理映射f : P1
C → P1

C, 其中deg f ≥ 2. 我们可以将P1(C)划分为Fatou集

和Julia集.

定义 3.5. 有理映射f的Fatou集F (f)定义为P1(C)中所有使得迭代序列 {f ◦n}n≥0局部

正规的点集. Fatou集在P1(C)中的补集J(f)被称为Julia集.

在所有有理映射中, 我们有下面两类例外映射.

例 3.6 (Lattès映射). 对于f : P1 → P1, 如果存在椭圆曲线的自映射g : E → E使得下

面的图交换, 则称f为Lattès映射. 其中纵向的映射E → P1为满射.

E E

P1 P1

g

f

对于Lattès映射f , 其Julia集J(f) = P1(C).

例 3.7 (单项式型映射). 对于f : P1 → P1, 如果存在正整数d, 使得下面的图交换, 则

称f为单项式型映射.

P1 P1

P1 P1

z 7→zd

f

对于单项式型映射f , 其Julia集J(f) = {z ∈ C | |z| = 1}.

对于一个有理映射f , 我们可以定义对应的典范测度.
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定义 3.8. 设f : P1 → P1为d次有理映射,任取P1(C)上一个光滑概率测度ω(例如Fubini–

Study测度ωFS), 那么f的典范测度µf定义为

µf := lim
n→∞

1

dn
(fn)∗ ω.

命题 3.9. (1)极限 lim
n→∞

1

dn
(fn)∗ ω在弱∗拓扑下收敛, 且与ω的选取无关.

(2)典范测度µf为唯一的最大熵测度.

(3)Julia集J(f) = Suppµf .

关于典范测度, 我们有下面的刚性定理, 将会被应用于定理3.15的证明.

定理 3.10 ([JX23b]). 设有理映射f, g : P1 → P1次数相同且均大于1. 设U ⊂ P1(C)为
一个欧氏开集, 映射

h : U → h(U) ⊂ P1(C)

为双全纯映射. 设h∗µg与µf |h(U)成比例, 记作h∗µg ∝ µf |h(U), 那么存在不可约代数曲

线Z ⊂ P1 × P1, 使得Z关于f × g预周期, 并且包含h的图像

{(h(x), x) | x ∈ U}.

注 3.11. (1)当J(f)和J(g)其中一个不光滑时,条件h∗µg ∝ µf |h(U)可以被替换为h∗µg与µf |h(U)等

价.

(2)定理3.10同样有h为实解析同胚或C1-光滑同胚的版本.

(3)定理3.10在一维动力学André–Oort猜想的证明的起到了关键作用[JX23a].

3.3 等分布定理

本节中我们介绍算术等分布定理.

设X是一个数域K上的射影簇, f是X的极化自同态,即存在X上的丰沛线丛L以及

正整数q ≥ 2使得f ∗L ∼= L⊗q. 任取高度函数

hL : X(K)→ R,

对于x ∈ X(K), 我们定义其典范高度

hf (x) := lim
n→∞

1

qn
hL (f

n(x)) .
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其满足Northcott性质: 对于任意M,D ∈ R, 集合

{
x ∈ X(K) | deg(x) ≤ D, hf (x) ≤M

}
有限.

命题 3.12. 对于x ∈ X(K), x为预周期点当且仅当hf (x) = 0.

证明. 对于预周期点x ∈ Prep(f), 若fm(x) = fn(x), 我们有

qmhf (x) = hf
(
fm(x)

)
= hf

(
fn(x)

)
= qnhf (x),

进而hf (x) = 0.

另一方面, 若hf (x) = 0, 那么对任意n,hf
(
fn(x)

)
= 0. 由Northcott性质, x的轨

道Of (x)为有限集, 因此x ∈ Prep(x).

定义 3.13. 设{xm}m≥1为X(K)中的一个无穷点列,如果{xm}m≥1的任意无穷子列在X中

均Zariski稠密, 那么我们称其为一般点列.

固定一个嵌入σ : K ↪→ C, 对于x ∈ X(K), 它的Galois轨道

O(x) := Gal(K/K) · x ⊂ X(K)

可被自然地视为Xσ(C)的一个子集. 我们定义Xσ(C)上的概率测度

µx,σ :=
1

deg(x)

∑
z∈O(x)

δz.

记µf,σ为Xσ(C)上的典范测度, 我们我们有下面的等分布定理:

定理 3.14 ([Yua08]). 设(Y, f, L)为定义在数域K上的极化动力系统, π : X → Y为有

限支配态射. 设{xm}m≥1为X(K)中一个一般点列, 并且满足 lim
m→∞

hf
(
π(xm)

)
= 0, 那

么对于任意嵌入σ : K ↪→ C, 在Xσ(C)上, 概率测度µxm,σ弱收敛于
1

deg(π)
π∗µf,σ, 其

中µf,σ为Yσ(C)上的典范测度.

更加一般的, 定理3.14有不需要在动力系统框架的版本,这一定理最早被Szpiro–

Ullmo–张寿武[SUZ97]对阿贝尔簇的阿基米德位证明, 被用来解决Bogomolov猜想. 袁

新意[Yua08]证明了一般的情形. 最近, 袁新意和张寿武[YZ]将其推广到了拟射影簇的

情形.
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3.4 分裂自同态的动力学Manin–Mumford猜想的证明

定理 3.15 ([GNY19]). 设有理映射f1, f2, . . . , fN : P1
C → P1

C次数均为d ≥ 2, 并且

不是例外映射. 那么对于不可约子簇V ⊂ (P1
C)

N
, 如果V ∩ Prep(f1 × f2 × · · · ×

fN)在V中Zariski稠密, 那么V关于f1 × f2 × · · · × fN是预周期的.

定理3.15中, f1, f2, . . . , fN次数相同的条件是必须的, 否则我们有下面的反例.

例 3.16. 考虑有理映射f : P1
C → P1

C, 满足deg f ≥ 2. 令f1 := f, f2 := f 2, 那么此时有

Prep(f1 × f2) = Prep(f)× Prep(f).

如果令∆ ⊂ P1
C×P1

C为对角线,那么此时∆∩(Prep(f1 × f2))在∆中Zariski稠密,但是∆不

关于f1 × f2预周期.

证明. 为简单起见, 我们仅考虑 N = 2 的情形.设映射为

f := f1 × f2 : P1 × P1 → P1 × P1.

设曲线 V ⊂ P1 × P1 满足 V ∩ Prep(f) 在 V 中 Zariski 稠密.假设 f1, f2 及 V 均定义

在数域 K 上, 并固定嵌入 K ↪→ C .

设 πi : P1 × P1 → P1 为向第 i 个分量的投影(i = 1, 2). 我们首先排除退化情

形: 若 π1(V ) = {z} 为一点, 则 V = {z} × P1. 此时 V ∩ Prep(f) 非空当且仅当

z ∈ Prep (f1), 这意味着 V 本身是预周期的.对 π2(V ) 同理. 因此, 下面我们不妨设

π1(V ) = π2(V ) = P1.

由于 V ∩Prep(f)是Gal(K/K)-不变的,我们可以取其一列两两不交的Gal(K/K)-

不变子集 (Sn)n≥1, 显然有

π1 (Sn) ⊂ Prep (f1) , π2 (Sn) ⊂ Prep (f2) .

对任意x ∈ Sn, 有hf1
(
π1(x)

)
= hf2

(
π2(x)

)
= 0.

定义 Sn 上的测度为 µSn :=
1

|Sn|
∑

x∈Sn

δx. 分布对π1|V : V → P1和π2|V : V → P1应

用等分布定理3.14, 于是存在常数 C1, C2 > 0 满足:

µSn → C1π
∗
1µf1 , µSn → C2π

∗
2µf2 .

令 Bi ⊂ V (C) 为映射 πi|V : V → P1 的分歧轨迹 (i = 1, 2), 并记 B := B1 ∪ B2, B 为

有限点集.
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任取 x ∈ J (f1) \π1(B) 以及点 y ∈ π−1
1 (x) ∩ V , 由于 y /∈ B, π1|V 和 π2|V 在 y 处

均为局部同胚. 即存在 y 的开邻域 U ⊂ V (C) , 使得:

πi|U : U → πi(U)

为同胚. 记 W := π1(U) ⊂ P1 , 定义双全纯映射 h := (π2|U) ◦ (π1|U)
−1 : W →

π2(U). 根据之前测度的比例关系, 在 U 上有:

π∗
1 (µf1|W ) ∝ π∗

2

(
µf2|π2(U)

)
,

进一步推导可知, 测度在 h 的作用下满足:

h∗
(
µf1|W

)
∝ µf2

∣∣
π2(U)

.

根据定理3.10, V 必须是预周期的.

注 3.17. 当某个fi为例外映射时, 定理3.15存在反例.

4 周期点的Zariski稠密性

在本节中, 我们考虑X为一个代数闭域k上的射影簇, 以及f : X 99K X为X上的有

理自映射. 一个自然的问题是X上有多少周期点? 例如能否计算周期点的具体数量,

估计周期点的密度, 以及研究周期点的分布.

4.1 拓扑熵

设X为一个拓扑空间, U = {Ui}i∈I , V = {Vj}j∈J 为X的两个有限开覆盖, 我们记

U ∨ V := {Ui ∩ Vj}i∈I,j∈J ,

也为X的一个有限开覆盖. 记

H(U) := log
(
min{#J | J ⊂ I,X = ∪j∈JUj}

)
.
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定义 4.1. 对于连续映射f : X → X, 定义f关于U的熵为

h(f,U) := lim
n→∞

1

n
H
(
U ∨ f−1(U ∨ · · · ∨ f−n+1(U)

)
.

上式中极限存在. 我们定义f的拓扑熵为

htop(f) := sup
U
h(f,U) ∈ [0,+∞],

其中U取遍X的所有有限开覆盖.

另一方面, 对于X上f∗-不变的概率测度µ, 我们可以定义f关于µ的测度熵hµ(f), 下

面的变分原理将测度熵和拓扑熵联系起来.

定理 4.2. 设X为紧Hausdorff空间, f : X → X为连续映射, 我们有

htop(f) := sup
µ
hµ(f),

其中µ取遍所有X上的f∗-不变概率测度.

下面设X/C为一个光滑射影代数簇, f : X → X为满自映射, 我们考虑X(C)在欧氏拓
扑下的拓扑熵, 有下面的结论:

定理 4.3 ([Yom87, Gro03]). 设X/C为一个光滑射影代数簇, f : X → X为满自映射,

那么我们有

htop(f) = log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C)) = log max
0≤i≤dimX

{λi(f)},

其中ρ(f ∗)表示线性映射f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C)的谱半径,

上面的定理中, λi(f)为f的第i个动力学次数, 将会在下一节中讨论.

当f : X 99K X为有理映射时, Dinh–Sibony[DS05, DS08]证明了不等式

htop(f) ≤ log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C))

仍然成立, 然而Guedj的反例表明, 通常来说

htop(f) ≥ log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C))

不成立. 注意, htop不是双有理不变量!
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问题 4.4 (Favre). 是否存在(X, f)的双有理模型(X ′, f ′), 使得

htop(f) = log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C)) .

如果不存在, 是否对任意ε > 0, 都能找到双有理模型(X ′, f ′)使得

htop(f) ≥ log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C))− ε.

定理4.3对Kähler流形X同样成立. 当X不为Kähler流形时, 不等式

htop(f) ≤ log ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C))

不再成立. 我们有下面的反例.

例 4.5. 设Γ < SL2(C)为余紧的格, X := SL2(C)/Γ, 对于t ∈ R, 考虑自映射

ϕt : X → X

gΓ 7→

(
et 0

0 e−t

)
gΓ.

那么当t ̸= 0时, htop(ϕt) > 0. 然而ϕ∗
t在H

∗(X,C)上的作用为恒同映射, 因此

ρ (f ∗ : H∗(X,C)→ H∗(X,C)) = 1.

注 4.6. 如果将C替换为非阿域, 例如Qp,C((t))等, 那么“≤”方向部分成立[FTX22], 但

是当f具有好约化时, htop(f) = 0, 于是“≥”方向不成立[FRL10, FTX22].

在代数簇X上, 我们有Zariski拓扑τZar. 这里X被视为一个概型, 其中不仅包含通

常意义下的闭点, 也包含概型意义下的更一般的点. 注意, Zariski拓扑是拟紧的, 但是

通常来说并非Hausdorff的. 对于自映射f : X → X, f在Zariski拓扑下是连续的, 于是

我们可以考虑f在Zariski拓扑下的拓扑熵htop(f,XZar). 下面的定理说明,在Zariski拓扑

下拓扑熵是无趣的.

定理 4.7 ([FTX22]). 设f : X → X为自映射, 那么 htop(f,XZar) = 0.

在证明定理4.7之前,我们首先介绍X上的可构造拓扑.我们定义τcon为X中所有Zariski开

集和闭集生成的集合, 这样给出X上的可构造拓扑, 并且记|X| := (X, τcon). 我们有下

面的结论:
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(1) 可构造拓扑τcon细于Zariski拓扑τZar;

(2) |X|是紧Hausdorff空间;

(3) 态射f : X → Y诱导的可构造拓扑下的映射f : |X| → |Y |是连续的.

记M1(|X|)为|X|上Borel 概率测度构成的空间, 并赋予弱∗拓扑, 我们有下面的结

论.

定理 4.8 ([Xie23]). 所有M1(|X|)中的测度µ都形如

µ =
∑
i≥0

aiδxi
,

其中ai ≥ 0,
∑
i≥1

ai = 1, δxi
为xi ∈ X处的Dirac测度.

定理4.7的证明. 由于可构造拓扑τcon细于Zariski拓扑τZar,我们有

htop(f, |X|) ≥ htop(f,XZar).

所以我们只需要证明htop(f, |X|) = 0. 考虑M1(|X|f ) ⊂ M1(|X|)为所有f -不变测度
组成的集合, 容易发现, 对于µ ∈ M1(|X|f ), 存在X中的周期点xi, i ≥ 1, 以及非负实

数ai,
∑
i≥1

ai = 1, i ≥ 1, 使得

µ =
∑
i≥1

ai
#Of (y)

 ∑
y∈Of (xi)

δy

 .

可以验证此时hµ(f) = 0. 因此由变分原理

htop(f, |X|) = sup
µ∈M1(|X|f )

hµ(f) = 0.

4.2 动力学次数

设X/k为一个代数簇, f : X 99K X为一个支配有理自映射, L为一个X上的大且数
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值有效线丛. 考虑f的图像X ′ ⊂ X ×X, 于是我们有交换图:

X ′

X X,

π1 π2

f

其中π1, π2 : X ′ → X为X ×X到第一个和第二个分量的投影在X ′上的限制. 我们可以

定义动力学次数.

定义 4.9. 对于0 ≤ i ≤ d = dimX, 我们定义f的第i个次数为

degi,L(f) :=
(
(π∗

2L)
i · (π∗

1L)
d−i
)
.

定义f的第i个动力学次数为

λi(f) := lim
n→∞

(
degi,L(f

n)
) 1

n .

定理 4.10 ([DS05, Tru20, Dan20]). 动力学次数λi(f)存在, 即极限 lim
n→∞

(
degi,L(f

n)
) 1

n收

敛. 并且, λi(f)为一个与线丛L选取无关的双有理不变量.

命题 4.11. (1)对任意m ≥ 0, 0 ≤ i ≤ d = dimX, 有λi(fm) = λi(f)
m.

(2)序列λ0(f), λ1(f), . . . , λd(f)是对数凹的, 即

λi(f)
2 ≥ λi−1(f)λi+1(f), i = 1, 2, . . . , d− 1.

证明. (1)我们有

λi(f
m) = lim

n→∞

(
degi,L(f

mn)
) 1

n =
(
lim
n→∞

(
degi,L(f

mn)
) 1

mn

)m
= λi(f)

m.

(2)由Hodge指标定理, 有

(
(π∗

2L)
i · (π∗

1L)
d−i
)2 ≥ ((π∗

2L)
i−1 · (π∗

1L)
d−i+1

)
·
(
(π∗

2L)
i+1 · (π∗

1L)
d−i−1

)
.

即

degi,L(f)
2 ≥ degi−1,L(f) · degi+1,L(f).
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用fn代替f , 不等式两侧同时取
1

n
次方, 并令n→∞, 即得

λi(f)
2 ≥ λi−1(f)λi+1(f).

定义 4.12. 对于1 ≤ i ≤ d, 我们定义f的第i个上同调Lyapunov乘子为

µi(f) :=
λi(f)

λi−1(f)
.

为了方便起见, 我们令µd+1(f) := 0.

如果对于所有1 ≤ i ≤ d, 均有µi(f) ̸= 1, 那么我们称f是上同调双曲的.

命题 4.13. 序列µ1(f), µ2(f), . . . , µd+1(f)单调不增.

证明. 根据λi(f)的对数凹性以及µi(f)的定义, 立得结论.

下面我们给出一些上同调双曲映射的例子.

例 4.14. 对于一个满自映射f : X → X, 如果存在丰沛线丛L使得f ∗L ∼= L⊗q, 其

中q ≥ 2, 那么我们称f为极化自映射. 例如, 射影空间中的次数至少为2的满自映

射f : PN → PN为极化自映射. 容易计算得到λi(f) = qi, µi(f) = q, i = 1, 2, . . . , d. 因

此此时f是上同调双曲的.

例 4.15. 考虑一个C上的g维阿贝尔簇A = Cg/Λ, 以及自映射f : A→ A. 取

F : Cg → Cg

z 7→Mz + b

为f的一个提升, 其中M ∈ GLg(C), b ∈ Cg. 那么F满足F (Λ) ⊂ Λ. 设γ1, γ2, . . . , γg为矩

阵M的特征值, 满足

|γ1|2 ≥ |γ2|2 ≥ · · · ≥ |γg|2.

那么f是上同调双曲的当且仅当|γi|2 ̸= 1, i = 1, 2, . . . , g. 这也等价于f是双曲映射.

4.3 上同调双曲与周期点稠密性

在本节中, 我们将要证明下面的定理.

定理 4.16 ([Xie24]). 设X是上同调双曲的, 那么f的周期点Per(f)在X中Zariski稠密.
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周期点集合的稠密性是代数动力系统中的一个重要问题. Briend–Dural[BD01]和

Dinh–Sibony[DS10]采用解析方法, 证明了对于复数域上的代数簇 X 以及极化自映射

f : X → X,其周期点集合 Per(f)是稠密的. Hrushovski–Fakhruddin–Poonen[Fak03]使

用代数方法, 证明了对任意特征的域上的代数簇 X, 同样的结论成立. Guedj[Gue05],

Dinh–Nguyen–Truong[DNT15]使用解析方法证明了在 λd(f) > λd−1(f) 的情况下, 周

期点集合的稠密性. Bedford–Lyubich–Smille[BLS93]对于曲面上的 Héron 映射证明了

周期点的稠密性, Dinh–Sibony[DS]进一步证明了对于任意维数的 Héron 映射, 这一结

论依然成立.谢俊逸[Xie15]则分类了曲面 X 上所有使得周期点集合 Per(X) 不稠密的

双有理映射 f : X 99K X. 所有上述结果或其中的本质情形中, f 都是上同调双曲的,

因此这些结论均可以通过定理 4.16 推导出来.

我们首先证明定理4.16当(X, f)定义在Fp的情形, 这一证明主要用到了Hrushovski证明

的扭版本的Lang–Weil界[Hru04, SV22].

定理 4.17. 设X为一个Fp上的代数簇, f : X 99K X 为一个定义在Fp上的支配有理

映射. 对于X的一个非空Zariski开集U , 存在f -周期点x使得轨道Of (x) ⊂ U . 特别地,

X的周期点Per(f)在X中Zariski稠密.

证明. 用 U, f |U 代替 X, f , 我们不妨设 U = X. 令

Z := Per(f)
(
Fp

)
并假设Z ̸= X. 设Y := Z ∪ I(f), 则 Y 是 X 的一个真闭子集. 取有限域Fq ⊂ Fp使

得X, f都定义在Fq上, 其中q = pn. 记 ϕq 为作用在 X 上的 Frobenius映射, 并记

Γf ⊂ X ×X 为 f的图像, Γm ⊂ X ×X 为 ϕm
q 的图像.

取 W 为 X \Y 的一个定义在 Fq 上的不可约的仿射开子集,并且使得 f诱导从W

到 X的开嵌入.设

V = Γf ∩ (W ×W ).

由Hrushovski的Lang–Weil界[Hru04, SV22], 存在整数 m > 0 , 使得

(V ∩ Γm)
(
Fp

)
̸= ∅,

即存在 u ∈ W
(
Fp

)
使得 f(u) = ϕm

q (u) ∈ W . 由于 f 定义在 Fq 上, 那么对所有 l ≥ 0

都有

f l(u) = ϕlm
q (u) ∈ W
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这与 Y 和 W 的定义相矛盾, 即得结论.

定义 4.18. 对于一个周期点x ∈ Per(f)(k),如果存在x某个周期r ≥ 1使得x在Perr(f)中

是孤立的, 则称 x 为孤立周期点.

下面的结果可以帮助我们将特殊纤维上的孤立周期点提升到一般纤维上. 这一结果最

初由Fakhruddin 和 Poonen[Fak03]对f为自映射情形证明, 我们这里给出一般情形的证

明.

引理 4.19. 设R为离散赋值环, 其分式域为 K, 剩余域为 kp. 设 X 是一个在 R 上平

坦的拟射影概形, fR : X → X 是定义在 R 上的一个支配有理自映射. 记 Xp 为 X
的特殊纤维, X 为一般纤维.假设 Xp 是既约的, 且 Xp ⊈ I (fR). 记 f 为 fR 在 X 上

的限制, fp 为 fR 在 Xp 上的限制. 设 Up 是 Xp 的一个Zariski 稠密的开子集, 并且

Up ∩ I (fR) = ∅. 令 r ≥ 1 , 并取 xp ∈ Up 为 PerUp (fp) 中一个周期为 r 的闭点. 假设

Xp 在 xp 处是正则的, 并且 xp 在 Perr (fp) 中是孤立的. 那么存在一个闭的孤立周期

点 x ∈ Perr(X) , 使得 xp ∈ {x}.
此外, 如果 PerUp (Xp) 中的孤立闭周期点在 Xp 中是Zariski 稠密的, 那么 X 中

孤立的 f -周期点的集合在 X 中也是 Zariski 稠密的.

证明. 我们记∆Xp ,∆X ,∆X分别为Xp × Xp, X × X,X ×R X中的对角线, Γfn
p
,Γfn ,Γfn

R

分别为fn
p , f

n, fn
R 的图像. 注意到所有fp的周期为n的kp-点可以被等同为∆Xp ∩Γfn

p
中所

有 kp-点. 对任意整数 r ≥ 1 , 考虑 X ×R X 中的子概形

∆X ∩ Γfr
R
,

那么 (xp, xp) ⊂ ∆X ∩ Γfr
R
. 由于 X ×R X 在 (xp, xp) 处是正则的, 有

dim(xp,xp)

(
∆X ∩ Γfr

R

)
≥ 1.

又因为 Up ∩ I (fR) = ∅, 且 xp ∈ PerUp (fp), 从而 xp /∈ I (f r
R) , 于是 ∆Xp ∩ Γfn

p
与

∆X ∩ Γfr
R
的特殊纤维在 (xp, xp) 处局部是相同的. 由于 xp 在 ∆Xp ∩ Γfn

p
中是孤立的,

我们得到

dim(xp,xp)

(
∆X ∩ Γfr

R

)
= 1,

并且所有经过 (xp, xp) 的不可约分支都支配 SpecR. 取其中一条经过 (xp, xp) 的不可

约分支 V , 记 x′ 为 V 的一般点. 则

x′ ∈ ∆X ∩ Γfn ,
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其中 ∆X 是 X 的对角线, Γfn 是 fn 在 X ×X 中的图像. 将 ∆X 与 X 等同, 我们得到

一个闭的孤立周期点 x ∈ Pern(X) , 并且 xp ∈ {x}. 这样我们完成了第一部分的证明.

现在假设 PerUp (Xp) 中的孤立闭周期点在 Xp 中是 Zariski 稠密的. 我们将 X
与 ∆X 等同. 对 X 的任意开子集 U ′, 取 Z 为一个X的一个Cartier除子, 使得Z包含

X \ U ′. 设 Z 为 Z 在 X 中的闭包, 则 codim(Z) = 1 , 并且 Z 的每个不可约分支都
与 Z 相交. Xp 的每个不可约分支的余维数都是 1. 若 Xp ⊆ Z, 则 Xp 的每个不可约

分支都是 Z 的一个不可约分支. 但由于 X ∩Xp = ∅ , 可得 Xp ⊈ Z. 令

V := X \ Z, Vp := V ∩Xp,

则 V ∩X = U ′ 且 Vp ̸= ∅ , 从而 Vp ∩ Up ̸= ∅. 由于 Xp 是既约的, 根据假设, 存在一个

周期 r ≥ 1 的闭的孤立周期点

xp ∈ PerUp (Xp) ∩ Vp

并且 X 在 xp 处是正则的. 由上一段的结论, 存在一个闭的孤立周期点 x ∈ Pern(X),

使得 xp ∈ {x}于是 x ∈ U ′.

下面的引理可以帮助我们构造出足够多的孤立周期点.

引理 4.20. 设f : X 99K X为上同调双曲有理映射, 那么存在非空开集U ⊂ X, 使得对

任意满足Of (x) ⊂ U的周期点x, x在Fix(f r)中是孤立点, 其中r为x的f -周期.

证明. 为了简单起见, 我们只证明X为射影簇, 并且f : X → X为自映射的情形.

由于f的上同调双曲的, 存在唯一的1 ≤ i ≤ d使得µi > 1, µi+1 < 1. 对应任意

max{µi+1, µ
−1
i } < ε < 1,

存在充分大的正整数m使得

1 + µm
i µ

m
i+1 < εmµm

i .

取X上的丰沛线丛L, 并记Ln := (fn)∗ L. 由[MW24, Xie24], 线丛

Mm := L2m + µm
i µ

m
i+1L− εmµm

i Lm

是大的. 记B :=
⋂
n≥1

Bs(|nMm|), 并考虑U := X \ B. 对于一个周期为r的周期点x, 如

果Of (x) ⊂ U且x在Fix(f r)中不是孤立点, 那么存在一条包含x的曲线C ⊂ Fix(f r). 由
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于f r|C = idC , 相交数 (
(fm(n+1))∗C · L

)
=
(
C · Lm(n+1)

)
只有有限种取值. 设n = N时上式取最大. 由于Of (x) ⊂ U , 我们有fmN(C) ∩ U ̸= ∅.

进而有 (
(fmN)∗C ·Mm

)
≥ 0.

由投影公式, 这等价于

(
C · Lm(N+2)

)
+ µm

i µ
m
i+1 (C · LmN) ≥ εmµm

i

(
C · Lm(N+1)

)
.

由于
(
C · Lm(N+1)

)
的最大性, 有

1 + µm
i µ

m
i+1 ≥ εmµm

i ,

矛盾!

定理4.16的证明: 我们首先做一些约化. 假设对某个 i ≥ 0 ,映射 f 是 i-上同调双曲的.

通过做基变换 X ×k k, 我们可以不妨设 k 是代数闭域. 设k的素域为F , 由于可以找到

一个在 F 上有限生成的子域, 使得 X与 f 都定义在该子域上, 我们可以假设 k 在F上

的超越次数是有限的. 我们对 k 在 F 上的超越次数归纳.

若 k 是某个有限域的代数闭包, 则由定理4.17 即可得到结论.

若 k = Q , 则存在一个 Q 的正则子环 R, 它在 Z 上有限生成, 并且 X 与 f 都

定义在 R 上, 即存在一个平坦的 R-概形π : X → SpecR, 以及一个支配有理自映射

fR : X → X , 使得 X, f 分别是 X , fR 的一般纤维. 缩小 SpecR 后, 我们可以假设对

任意闭点 p ∈ SpecR , 纤维 Xp 是既约且不可约的, Xp ⊈ I (fR) , 并且fp := fR|Xp
是

一个支配有理自映射.

由[Xie24], 映射p 7→ λi(fp)在SpecR上是下半连续的, 于是存在一个闭点 p ∈
SpecR , 使得 fp 是 i-上同调双曲的. 由于 R 是正则环并且 Frac(R) 是一个数域,

R在 p处的局部化 Rp 是一个离散赋值环,并且Frac (Rp) = Q. 因此 Rp/pRp ≃ R/p是

一个有限域. 取 Xp 的一个Zariski 稠密开子集 Up, 满足 I (fR)∩Up = ∅. 由引理4.20,在

适当缩小 Up 后,可假设 PerUp (fp)中的所有周期点都是孤立的.由定理4.17, PerUp (fp)

在 Xp中是 Zariski 稠密的. 于是结合引理4.19,得到结论.

若 k 在 F 上的超越次数大于 1, 则取 k 的一个代数闭子域 K, 使得 K 在 F 上的

超越次数等于 k 在 F 上的超越次数减 1 . 再取 k 的一个在 K 上有限生成的子环 R,

使得 X 与 f 都定义在 R 上. 由于 SpecR 在某个开集上是正则的, 通过对 R 加入有

限个元素的逆元, 可假设 R 本身是正则的. 此时可重复 k = Q 情形中的论证, 从而完
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成证明.

下面我们给出一个当f不是上同调双曲时, f的周期点不稠密的例子.

例 4.21. 考虑映射
g : P1 → P1, hα : P1 → P1

z 7→ z2 z 7→ αz,

其中α ∈ C∗. 取X := P1×P1,以及X的自映射fα := g×hα,此时Per(fα)在X中Zariski稠

密当且仅当α为单位根.

另一方面, 我们可以计算得到

λ0(fα) = 1, λ1(fα) = 2, λ2(fα) = 2.

因此f不是上同调双曲的.
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