
双曲平面的几种模型 

 作为一种非欧几何，平面双曲几何革命性地放弃了欧氏平面的平行公设，代之以新的公

设：经过直线外一点至少存在两条直线不与给定的直线相交。在 19 世纪的 20—30 年代，这

样一种新的几何学被匈牙利的 J. Bolyai、俄国的 N. Lobachevsky、还有 C. F. Gauss 各自

独立地发展起来。1868 年，E. Beltrami 通过建立双曲几何的射影圆盘模型，说明了在欧氏

几何逻辑无矛盾的假设下，非欧的公理体系也不会导致矛盾。1871 年，F. Klein 引入了今

天使用的双曲几何的这个名字，并将它与椭圆几何和抛物几何（其实就是欧氏几何）并列。

由于它所展示的负曲率空间的重要直观，也由于它在前沿数学中的广泛应用，我们将用与实

射影平面差不多的篇幅，来建立对于双曲平面的初步认知。 

为了概念的简便，我们选择直接在度量空间的等距范畴里着手讨论。这就像当初我们引

进欧氏几何的时候一样，而公理体系的那条道路从一开始就不加考虑了。在这篇笔记的最后

一节，我们会列举一些双曲平面区别于欧氏平面的特殊现象。建议读者先行浏览，以获得一

些印象。 

 

定义 一个度量空间 

( , d ) 
被称为一张双曲平面，如果它等距同构于本篇以下列出的任意一种模型。 

 

我们将利用扩充复平面的某些部分建立共形圆盘模型（Poincaré模型）和上半空间模型，

然后简单介绍射影 Lorentz 空间模型。这些模型当然也都是互相等距同构的。使用相对较少

的射影圆盘模型（Beltrami—Cayley—Klein 模型），本篇暂不涉及。当使用平面双曲几何

这一术语的时候，我们指的就是双曲平面连同它自身的保距变换群。 

共形圆盘模型 

定义 双曲平面的共形圆盘模型是如下度量空间( , )。集合 

= { ∈ ℂ: | | < 1} 

是复平面上的开单位圆盘。对于任意 , ∈ ，它们之间的距离定义为 

( , ) = − log( , ; , ) = log
| − || − |
| − || − |

， 

其中ξ 、 是单位圆周∂ 上的两点，使得以ξ 、 为始末端点、且与单位圆周正交的有向圆

弧（可能是直径）依次经过 、 。 

 

 我们需要验证二元函数 确实定义了 上的一个度量，即它符合 

: × → [0, +∞) 

并且满足正定、对称、三角形不等式。进一步，我们想决定共形圆盘的保距变换群，以及讨

论各种双曲图形的性质。 

在开始之前，让我们先来不加证明地描述一下希望达到的图景： 

1. 测地线看起来正好是所有与单位圆周正交的欧氏圆弧（不含端点，可能是直径）。

（在一般的度量空间，取代欧氏几何中的直线的概念是测地线，它是与欧氏直线等



距同构的子集，换言之，测地线上任意两点在空间中的最短路径都能够由那条测地

线在它们之间的线段实现。） 

2. 圆看起来也是复平面上的欧氏圆，并且完全在单位圆周内部，不过双曲几何的圆心

偏离所见欧氏圆的圆心，沿径向更远离复平面的原点。（到任意定点距离等于定长

的点的集合称为圆。） 

3. 相同半径的圆越远离原点，看起来欧氏直径越小，位置越接近单位圆周。 

4. 测地线段形成的角看起来等于圆弧的欧氏夹角；（角的严格定义需要用到黎曼几何，

这里我们权且取后者为前者的定义。） 

 

下面，我们来验证距离函数 的各项性质。它们多数都比较简单，唯独三角形不等式，

直接验算显得无谋。我们将借助对 Möbius 变换的观察来完成其证明。 

 

命题  

1） 对于任意 , ∈ ， 定义中的交比( , ; , ) ≥ 1，等号成立当且仅当 = ；于

是 存在且正定。 

2） 对于任意 , ∈ ， ( , ) = ( , )。 

3） 如果 , , ∈ 且依次落在同一于单位圆周正交的圆弧上，则 ( , ) = ( , ) +
( , )。 

4） 函数 在保持单位圆周的 Möbius 变换下不变。 

 

证明 为证第一条，可以选取适当的 Möbius 变换使相关四点的像落在实轴上，且顺序为

ξ , , , ，并且可以令 = 0, ξ = 1 ，于是0 < z ≤ z < 1。由共圆复交比的反演不变性，

得 

( , ; , ) = ( , ; 0,1) = (( ) − 1) (( ) − 1)⁄ ≥ 1， 

等号成立当且仅当 = 。其余皆易见。□ 

 

命题 对任意 ∈  

(0, ) = log
1 + | |

1 − | |
。 

 

证明 这时 定义中的有向圆弧是直径，由定义式即见。□ 

 

命题 对于任意非零的 ∈ ，存在唯一的反演变换 

σ ( ) = ⋅
( ̅ − )

( ̅ − 1)
 

满足σ ( ) = 且σ ( ) = 0。 

 

证明 取反演圆圆心1⁄ ，半径 1 − | | ，则反演圆于单位圆周正交，且σ ( ) = 0。这

样的反演也是唯一的。表达式可以相应写出。□ 

 

上面两个命题说明到任意定点双曲距离为定长的点的集合也是欧氏圆，且定长可以任意

大。 

 



练习 说明单位圆周内部的欧氏圆都是某个双曲度量的圆。如果欧氏圆心在 ，欧氏半径

0 < < 1 − | | ，写出相应双曲圆的圆心和半径。 

 

命题 对于任意 , , ∈ ， 

 ( , ) ≤ ( , ) + ( , )。 

证明 不妨假设 ( , ) ≥ ( , ) = 且 ( , ) ≥ ( , ) = 。记 为过 、

且与单位圆周正交的欧氏圆弧。分别以 、 为圆心， 、 为双曲半径作圆 、 。由于

关于 所在欧氏圆的反演保持 且保持 、 不动，可见 、 与 正交。由于 、 内部的

闭包有公共点 ，看作欧氏圆， 、 相交或相切。由它们与 的正交性，则它们内部的闭

包覆盖 上以 、 为端点的线段。又根据 在 实现度量，我们得出 ( , ) ≤ + ，即

所断言的三角形不等式。□ 

 

 于是，我们验证了共形圆盘模型( , )确实是度量空间。并且，保持单位圆周的 Möbius 

变换都是双曲度量的保距变换。 

 

练习 证明共形圆盘上的全部测地线有且只有与单位圆周正交的欧氏圆弧和单位圆盘的

欧氏直径。 

 

命题 共形圆盘上给定不共线的三点，则任何双曲保距变换由它们的像完全决定。 

 

证明 假设三点是 、 、 ，它们的像分别是 、 、 。由保距性，任何其它一点 的

像可以通过以 、 、 为圆心， ( , )、 ( , )、 ( , )为双曲半径作圆求交点唯一

确定。□ 

 

定义 我们把关于共形圆盘的测地线所在的欧氏圆或直线的反演或反射称为双曲平面的

反射。 

 

练习 证明共形圆盘的保距变换是至多三个双曲平面的反射的乘积。由此说明共形圆盘的

保距变换群恰好是保持圆盘不动的 Möbius 变换组成的变换群。 

 

练习 证明共形圆盘的保向双曲保距变换都形如 

( ) = ⋅
−
− 1

，(|a| < 1)， 

而反向双曲保距变换都形如 

( ) = ⋅
̅ −
̅ − 1

，(|a| < 1)。 

 

练习 利用 (0, )的公式导出距离公式 

( , ) = log 
| ̅ − 1| + | − |
| ̅ − 1| − | − |

。 



上半平面模型 

定义 双曲平面的上半平面模型是如下度量空间 ℌ, ℌ 。集合 

ℌ = { ∈ ℂ: Im(z) > 0} 

是复平面上的开上半平面。对于任意 , ∈ ，它们之间的距离定义为 

ℌ( , ) = − log ， 

如果Re( ) = Re( )，且 Im(z ) > Im(z )；或者 

ℌ( , ) = − log( , ; , ) = log
| − || − |
| − || − |

。 

如果Re( ) ≠ Re( )，Im( ) = Im( )，且以ξ 、ξ 为端点、与实轴正交的有向圆弧依次过

、 。 

 

 我们取一个扩充复平面的保向 Möbius 变换 ，它先关于中心在i、半径为√2的圆反演，

再关于实轴反射。跟踪发现这样的 Möbius 变换把共形圆盘保向地变成上半平面。 

 

练习 验证 

( ) =
1 − i

− i
， 

并且它给出共形圆盘到上半平面的等距同构。 

 

练习 证明共形圆盘的保向双曲保距变换都形如 

( ) =
+
+

，( , , , ∈ ℝ, − ≠ 0)， 

而反向双曲保距变换都形如 

( ) =
̅ +
̅ +

，( , , , ∈ ℝ, − ≠ 0)。 

 

 我们用PGL(2, ℝ)表示 PGL(2, ℂ)的子群，它的元素都有二阶实可逆矩阵代表，并且相差

非零实数倍的矩阵被当作同样的元素。通过上面的练习，特别地我们得到： 

 

定理 双曲平面的保向保距变换群同构于PGL(2, ℝ)。 

 

注记 其保距变换群同构于PGL(2, ℝ) ⋊ ℤ ，其中ℤ 可由双曲平面的任何一个反射生成的

子群实现。 

 

 在上半平面模型中，双曲平面的测地线或者是垂直于实轴的射线，或者是与实轴正交的

半圆弧。 

 

射影 Lorentz 空间模型* 

 在讨论球面几何学的时候，我们实际上使用了三维欧氏向量空间中的单位球面作为模型。



在三维 Lorentz 向量空间中，我们可以类似地构造双曲平面的模型。与刚才的两个共形模型

相比，这个向量代数的模型更容易解释双曲平面和球面的某些相像之处。 

 

定义 三维的 Lorentz 向量空间是一个带有 Lorentz 内积的实三维向量空间，记作ℝ , 。

具体来说，把ℝ , 中向量写成列向量形式 = ( , , ) ，其分量都是实数，则 Lorentz 内

积定义为实值对称双线性函数 

⊙ = − − 。 

我们记 

‖ ‖ = ⊙ 。 

 

通常把 分量称为时间分量， 、 称为空间分量。满足‖ ‖ = 0的全体向量形成

Lorentz 空间中锥点在原点的一个关于时间轴旋转对称的锥面，称为光锥，光锥上的向量称

为类光向量；满足‖ ‖ > 0的全体向量称为类时向量，它们组成光锥的内部,根据时间分量

的符号，分为正类时向量和负类时向量；满足‖ ‖ < 0的全体向量称为类空向量，它们组成

光锥的外部。 

 

定义 双曲平面的射影 Lorentz模型是如下度量空间( , )。集合 

= ∈ ℝ , : ‖ ‖ = 1，且 > 0   
是正类时单位向量形成的旋转双曲面。对于任意 , ∈ ，它们之间的距离定义为 

( , ) = arccosh( ⊙ )。 
 

注记 注意光锥上的母线构成射影平面P(ℝ , )的一条射影圆锥曲线。这条曲线的内部恰

好一一对应旋转双曲面 的所有点。模型因此而得名。 

 

引理 设 、 是正类时向量，则 

( ⊙ ) ≥ ‖ ‖ ‖ ‖ ， 

等号成立当且仅当 、 线性相关。 

 

证明 只需假设它们线性无关并证明严格的比较。考虑 、 张成的二维子空间 ，则由于

与光锥相交，Lorentz 内积限制在 是不定型的对称双线性函数，所以其限制在基底 、 上

的矩阵特征值一正一负，行列式为负。这等价于说 

det
⊙ ⊙
⊙ ⊙ < 0， 

于是所断言的比较成立。□ 

 

 有各种方法检验射影 Lorentz 模型与前面的共形模型等距同构，但都需要不少笔墨。不

加证明地，我们指出映射 

: →  

按照 

( ) =
+ i 

1 +
 

定义就给出射影 Lorentz 模型与共形圆盘模型的等距同构。 

 在射影 Lorentz 模型中，双曲平面的测地线正好是与光锥内部相交的ℝ , 的二维子空间

与双曲面 的截口。双曲平面的保距变换可以刻画为保持 Lorentz 内积不变的ℝ , 的自同构，



并且保持时间方向，即保持全体正类时向量的集合不变。这样的变换称为正向 Lorentz 变换，

它们组成的GL(3, ℝ)的子群记作O (1,2)。保向的双曲变换对应于其中行列式为1（而不是−1）

的那些三阶矩阵，它们组成子群SO (1,2)。特别地，我们有SO (1,2) ≅ PGL(2, ℝ)。 

双曲平面的几何现象 

 我们列举一些体现双曲平面的非欧几何特点的事实，它们多数可以直接通过前面的模型

观察出来（除了最后关于面积的事实涉及积分）： 

1. 过任意两点有且只有一条测地线；每一条测地线都是无穷长。 

2. 过测地线外一点由无数条测地线不与给定测地线相交。 

3. 三角形内角和小于π。 

4. 对应角相等的两个三角形全等。 

5. 同一端点发出的两条不同射线指数地散开。具体地讲，如过 (r)和 ( )是端点相同，

方向不同的测地射线， 表示与端点的距离，则 → +∞时, ( ), ( ) → +∞,

且增长为指数阶。 

6. 三角形面积等于π减去内角和；特别地，三角形面积都小于π。 

7. 半径趋于无穷时，圆的周长和面积都随半径指数增长，并且周长大于面积。 


