
作业十：实射影平面的齐次坐标几何。 

我们把实射影平面ℝ۾ଶ看作三维实向量空间ℝଷ的全体一维子空间的集合，则它的每一

个点具有一个典范的齐次坐标。具体来讲，由ℝଷ中的非零向量 

 ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻ୘ݔ ∈ ℝଷ ∖ {૙}  
张成的一维子空间，作为ℝ۾ଶ中的点，它用齐次坐标就记作 

ሾሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻ୘ሿݔ ∈ ℝ۾ଶ。 
于是，任何相差非零实因子λ ≠ 0的两个齐次坐标 ሾሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଵݔߣଷሻ୘ሿ 和 ሾሺݔ ,ଶݔߣ ଷሻ୘ሿ 就被视ݔߣ

为表示相同的点。 
实射影平面上的ℝ۾ଶ每一条线也有诱导的齐次（对偶）坐标。具体来讲，所有满足齐次

实线性方程（系数不全为零） 
ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ + ܽଷݔଷ = 0 

的点ሾሺݔଵ, ,ଶݔ  ଷሻ୘ሿ组成的线，它的齐次坐标就写成ݔ

ሾሺܽଵ, ܽଶܽଷሻሿ ∈ ሺℝ۾ଶሻ∗。 
其中ሺℝ۾ଶሻ∗表示 ℝ۾ଶ的全体线的集合。注意我们约定点的齐次坐标用列记号，线的齐次坐

标用行记号。 
 
题 1  判断下列四点是否处于一般位置（即没有三点共线）： 

ሾሺ−1, 2, 1ሻ୘ሿ、ሾሺ−3, 4, −1ሻ୘ሿ、ሾሺ1, 0, −1ሻ୘ሿ、ሾሺ5, −4, 2ሻ୘ሿ。 
 

题 2  给定线 ݈ଵ、݈ଶ、݈ଷ、݈ସ、݈ହ 分别为 

ሾሺ1, 2, 3ሻሿ、ሾሺ2, −1, −1ሻሿ、ሾሺ0, 1, 1ሻሿ、ሾሺ−1, 1, 0ሻሿ、ሾሺ1, 5, 3ሻሿ、， 
记 ݈ଵ 与 ݈ଶ 的交点为 ܣ，  ݈ଷ 与 ݈ସ 的交点为 ܤ。 
1） 计算连线 ܤܣ 与 ݈ହ 的交点 ܥ。 

2） 计算点 ܥ、ܤ、ܣ 的第四调和点 ܦ。 
 

题 3  对于齐次参数 ሾሺݏ, ሻሿݐ ∈ ℝ۾ଵ，验证齐次参数曲线 ሾሺݏଶ, ,ݐݏ ଶሻ୘ሿݐ ∈ ℝ۾ଶ 给出一条射影

圆锥曲线的参数化。 
1） 计算点ሾሺ1, 1, 3ሻ୘ሿ的极线。 
2） 判断此点是否在曲线内部。 
 
题 4  每一个三阶可逆实矩阵ܵ ∈ GLሺ3, ℝሻ给出一个射影变换ℝ۾ଶ → ℝ۾ଶ，在齐次坐标上

形如 
ሾܺሿ ↦ ሾܵܺሿ。 

1） 证明可逆数量矩阵构成GLሺ3, ℝሻ的正规子群。把商群记作PGLሺ3, ℝሻ。 
2） 证明上述变换诱导了一个PGLሺ3, ℝሻ在ℝ۾ଶ上的群作用。 
3） （选做）试证明ℝ۾ଶ的每一个射影变换都能够并且唯一地由PGLሺ3, ℝሻ中的元素实现。 
 
题 5  分别求满足以下要求的ℝ۾ଶ的射影变换，用一个矩阵ܵ ∈ GLሺ3, ℝሻ写出。 
1） 要求把四点 

ଵܣ = ሾሺ1, 0, 0ሻ୘ሿ、ܣଶ = ሾሺ0, 1, 0ሻ୘ሿ、ܣଷ = ሾሺ0, 0, 1ሻ୘ሿ、ܣସ = ሾሺ1, 1, 1ሻ୘ሿ   



相应地变换到 

ଵܤ = ሾሺ1, 0, 1ሻ୘ሿ、ܤଶ = ሾሺ1, 2, 2ሻ୘ሿ、ܤଷ = ሾሺ−1, 1, 2ሻ୘ሿ、ܤସ = ሾሺ7, 0, 2ሻ୘ሿ。 
2） 要求把四点 

ଵܲ = ሾሺ1, 0, 0ሻ୘ሿ、 ଶܲ = ሾሺ1, 1, 0ሻ୘ሿ、 ଷܲ = ሾሺ1, 1, 1ሻ୘ሿ、 ସܲ = ሾሺ4, 2, 1ሻ୘ሿ   
相应地变换到 

ܳଵ = ሾሺ1, −1, −1ሻ୘ሿ、ܳଶ = ሾሺ0, 1, −1ሻ୘ሿ、ܳଷ = ሾሺ0, 0, 1ሻ୘ሿ、ܳସ = ሾሺ1, −2, 1ሻ୘ሿ。 
 
（提示：参考[尤，第五章第 5.1 小节]，命题 5.7 的证明与例 5.7。） 


