
作业十三

题 1  双曲三角形𝐴𝐵𝐶，对边相应记𝑎, 𝑏, 𝑐。用你认为合理的方式，说明当边长都很小时，

双曲正弦定理 

sinh 𝑎

sin 𝐴
=

sinh 𝑏

sin 𝐵
=

sinh 𝑐

sin 𝐶
 

和双曲余弦定理 

cosh 𝑐 = cosh 𝑎 cosh 𝑏 − sinh 𝑎 sinh 𝑏 cos 𝐶 

近似地给出欧氏的正弦定理和余弦定理。 

 

题 2  双曲三角形𝐴𝐵𝐶，对边相应记𝑎, 𝑏, 𝑐。假设顶角𝐶是直角，求边𝐴𝐵上的高，即顶点𝐶到

边𝐴𝐵所在测地线的距离。 

 

题 3  求证：给定的长度值𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0可作为边长构成双曲三角形，当且仅当不等式

𝑎 + 𝑏 > 𝑐, 𝑏 + 𝑐 > 𝑎, 𝑐 + 𝑎 > 𝑏都成立；给定的角度值𝐴, 𝐵, 𝐶 > 0可作为内角构成双曲三角形，

当且仅当不等式𝐴 + 𝐵 + 𝐶 < 𝜋成立。 

 

题 4  一个理想双曲三角形是双曲平面上互不相交的三条测地线的并集，并且在共形圆盘

模型上，它们看起来是首尾相接于单位圆盘边界的三段圆弧。说明所有的理想双曲三角形都

互相双曲保距等价。 

 

题 5  假设𝜙: 𝐇ଶ → 𝐇ଶ是双曲平面的保距变换。求证：如果存在常数𝐶 > 0，而且对于任

何点𝑃 ∈ 𝐇ଶ，都有𝑑ு(𝜙(𝑃), 𝑃) < 𝐶成立，那么𝜙只能是恒同变换。（思考：对于球面和欧氏

平面，相应的结论如何？） 

 

题 6  对于行列式为1的二阶整数矩阵构成的矩阵乘法群SLଶ(ℤ)（通常称为模群），考虑它

在上半平面ℌ的分式线性变换作用。设𝐵ஶ = {𝑧 ∈ ℌ: Im(𝑧) > 1}是虚部大于 1的区域。 

（1） 求证：对于任意的有理数𝑟 ∈ ℚ，存在一个𝐴 ∈ SLଶ(ℤ)，使得其分式线性变换作用把

𝐵ஶ变成与实轴相切与点𝑟的一个欧氏开圆盘𝐵௥； 

（2） 求证：所有这些𝐵௥还有𝐵ஶ的内部两两不相交。 

（3） 每个有理数都可以展开为连分数 

𝑎଴ +
1

𝑎ଵ + 
1

⋱ +
1

𝑎௡

 

其中𝑎଴是整数，其余𝑎௜是正整数。如果知道了𝑟 ∈ ℚ的（一个）连分数展开，请找出

一连串变换𝑇(𝑧) = 𝑧 + 1和𝑆(𝑧) = −1/𝑧，或它们的逆，使它们的依次作用将𝐵ஶ最终

变到𝐵௥。 


