
作业三 

题 1  设𝑀是光滑流形。对于任何𝑋 ∈ 𝔛(𝑀)，定义运算𝜄: 𝐴(𝑀) → 𝐴ିଵ(𝑀)，方式是“将

𝑋安插在第一项”，即对于任何𝜔 ∈ 𝐴(𝑀)，定义 

(𝜄𝜔)(𝑌ଵ, ⋯ , 𝑌ିଵ) = 𝜔(𝑋, 𝑌ଵ, ⋯ , 𝑌ିଵ) 

求证： 

（1） 𝜄(𝑓 ⋅ 𝜔) = 𝑓 ⋅ 𝜄(𝜔)，其中𝑓 ∈ 𝐶ஶ(𝑀)，𝜔 ∈ 𝐴(𝑀)； 

（2） 𝜄(𝜔 ∧ 𝜂) = (𝜄𝜔) ∧ 𝜂 + (−1)|ఠ| ⋅ 𝜔 ∧ (𝜄𝜂)，其中𝜔 ∈ 𝐴(𝑀), 𝜂 ∈ 𝐴௦(𝑀)，记号|𝜔| =

𝑟。 

 

外形式的李导数ℒ: 𝐴(𝑀) → 𝐴ାଵ(𝑀)定义见作业二题 9。 
 

题 2  设𝑀是光滑流形。求证 Cartan 的“魔术公式”（Magic Formula）：  

ℒ = 𝜄 ∘ d + d ∘ 𝜄 

作为算子𝐴(𝑀) → 𝐴(𝑀)，其中𝑋 ∈ 𝔛(𝑀)。 

 

题 3  设𝑀是光滑流形。求证： 

ℒ ∘ d = d ∘ ℒ 

作为算子𝐴(𝑀) → 𝐴ାଵ(𝑀)，其中𝑋 ∈ 𝔛(𝑀)。 

 

题 4  设(𝑀, 𝑔)是𝑛维定向黎曼流形，൫𝑈ఈ, 𝜑ఈ = (𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥)൯是与定向相容的图卡，令𝑔ఈ为

𝑔关于坐标基底的矩阵，即它在𝑈的每点处𝑛阶方阵，其(𝑖, 𝑗)位置元素是𝑔 ൬
డ

డ௫
,

డ

డ௫ೕ
൰。求证：

局部坐标表达式ඥdet(𝑔ఈ) d𝑥ଵ ∧ ⋯ ∧ d𝑥定义了𝑀上的一个𝑛次外微分形式，且处处非零（称

为黎曼度量𝑔决定的体积形式）。 

 

题 5  求证：对于任何光滑流形上的函数 𝑓 ∈ 𝐶ஶ(𝑀)，d𝑓 ∧ d𝑓总是零。 

 

题 6  记ℝଶାଵ的分量坐标为(𝑥ଵ, 𝑦ଵ, ⋯ , 𝑥, 𝑦, 𝑧)，取𝛼 = d𝑧 + 𝑥ଵd𝑦ଵ + ⋯ + 𝑥d𝑦。求证：

2𝑛 + 1次微分形式𝛼 ∧ d𝛼 ∧ ⋯ ∧ d𝛼处处非零。 

 

题 7  记ℝଶ的分量坐标为(𝑥ଵ, 𝑦ଵ, ⋯ , 𝑥, 𝑦)，取𝜔 = d𝑥ଵ ∧ d𝑦ଵ + ⋯ + d𝑥 ∧ d𝑦。求证：𝜔

是闭形式，且处处非退化（即在任何点𝑝 ∈ 𝑀，若𝑣 ∈ 𝑇𝑀使得𝜔(𝑣, 𝑤) = 0对所有𝑤 ∈ 𝑇𝑀成

立，则𝑣是零向量）。 

 

题 8  若光滑流形𝑀上指定了处处非退化的 2 次闭微分形式𝜔 ∈ 𝐴ଶ(𝑀)，则称(𝑀, 𝜔)为一

个辛流形。求证：辛流形𝑀的维数总是偶数2𝑛，且𝜔 ∧ ⋯ ∧ 𝜔 ∈ 𝐴ଶ(𝑀)处处非零（称为辛结

构𝜔决定的体积形式）。 
 

题 9  求证：ℝ𝑃ଶ上没有辛结构。 



 

题 10  求证： 

（1） 若𝛼和𝛽都是闭形式，则𝛼 ∧ 𝛽是闭形式。 

（2） 若𝛼是闭形式，𝛽是恰当形式，则𝛼 ∧ 𝛽是恰当形式。 

 

题 11  设𝑀是ℝ中光滑嵌入的𝑘 + 𝑙 + 1维定向、紧致子流形（不带边），𝜔 ∈ 𝐴(𝑊)和

𝜂 ∈ 𝐴(𝑊)定义在𝑀的某个开邻域𝑊 ⊂ ℝ上。求证：存在常数𝑎 ∈ ℝ，使得 

න 𝜔 ∧ d𝜂
ெ

= 𝑎 න d𝜔 ∧ 𝜂
ெ

 

成立。确定𝑎的值。 

 

题 12  光滑辛流形(𝑀, 𝜔)上的一个相容的近复结构是切丛的一个自同构𝐽: 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀，

（即𝐽在每点𝑥 ∈ 𝑀是切空间𝑇௫𝑀的线性自同构），并且要求它满足：（1）近复条件：对于任

意𝑥 ∈ 𝑀及𝑣 ∈ 𝑇௫𝑀，𝐽൫𝐽(𝑣)൯ = −𝑣成立；（2）相容条件：对于所有𝑥 ∈ 𝑀及𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇௫𝑀，表达

式𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝜔(𝐽𝑢, 𝐽𝑣)给出𝑀上的一个光滑黎曼度量。求证：假设𝑀紧致，那么与𝜔相容的近

复结构总是存在。（提示：如果遇到困难，试查找相关资料，参阅解决。） 


