
欧氏几何的度量模型 

 在这篇笔记里，我们引入一般的度量空间，然后给出欧氏几何的一个严格定义。 
 
定义 一个抽象的度量空间包括两个项目(𝑋, 𝑑)，其中𝑋是一个集合，其元素称为点，

𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ是一个关于任意两点的函数，称为距离，要求对于任意𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋满足如下性质：

（1）非负性：𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0；（2）非退化性： 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0当且仅当𝑥 = 𝑦；（3）对称性：

 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)；（4）三角形不等式：𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧)。在指明了度量的场合，

我们通常隐去其度量而简记度量空间以其集合𝑋。 
  
注记 其实非负性可以由另外三条性质推出。 
 
定义 两个度量空间(𝑋, 𝑑) 和(𝑋ʹ, 𝑑ʹ)之间的一个等距同构映射是一个保持度量的双射

𝑓: 𝑋 → 𝑋ʹ，即对于任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,有𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑ʹ(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦))。称两个度量空间是等距同构的，

如果它们之间存在着这样的一个等距同构映射。 
 
 容易看出，等距同构映射的复合或者逆映射也是等距同构映射，所以等距同构是度量空

间之间的等价关系。等距同构的度量空间之间也可能有多个等距同构映射。 
 
例 对于自然数𝑛，引入这样的(𝐸 , 𝑑 )：这里的𝐸 是集合 

𝐸 = {(𝑥 , ⋯ , 𝑥 ): 𝑥 ∈ ℝ}， 
其距离取为 

𝑑 (𝑥 , ⋯ , 𝑥 ), (𝑦 , ⋯ , 𝑦 ) = (𝑥 − 𝑦 ) + ⋯ + (𝑥 − 𝑦 ) 。 

可以验证，(𝐸 , 𝑑 )构成一个度量空间。我们称(𝐸 , 𝑑 )为𝑛维欧氏几何的典范模型。 
 
练习 用度量空间的定义，证明𝐸 是度量空间。 
 
定义 我们把度量空间(𝑋, 𝑑) 称为一个𝑛维欧氏几何空间，如果它等距同构于典范模型

(𝐸 , 𝑑 )。 
 
注记 在许多正式的几何学专著里，欧氏几何空间也称为欧氏空间形式（Euclidean space 
form），有时也可以简称为欧氏几何。“欧氏空间”这个名称可能和线性代数中的内积向量空

间混淆，建议谨慎使用。 
 
 抽象的平面欧氏几何总可以通过等距同构，用典范模型的典范坐标分量的线性方程定义

直线。这与熟知的平面解析几何处理完全一样。通过适当的翻译，可以验证欧几里得《几何

原本》的五公理和五公设在典范模型中是真命题，这样就能够把古典的平面几何学在集合论

基础之上严格地建立起来。 
 
练习 证明在𝐸 中由𝑥 = 0定义的子集自然构成一个三维欧氏几何空间。 



 
例 （常用术语的定义方式）在𝑛维欧氏几何的典范模型中，我们可以把连结两点𝑃、𝑄的线

段定义为子集 

𝑃𝑄 = (1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦 , ⋯ , (1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦 ∈ 𝐸 ∶ λ ∈ [0,1] ， 

而把有向线段𝑃𝑄视为具有指定方向的线段，具体地讲，比如可以采用一个有序点对或者线

性映射作为它的定义。（我们以后不会使用有向线段的具体定义方式。）我们把𝑛维欧氏几何

中的平移定义为一个映射： 

𝜏: 𝐸 → 𝐸  
形如𝜏(𝑥 , ⋯ , 𝑥 ) = (𝑥 + 𝑐 , ⋯ , 𝑥 + 𝑐 )，其中𝑐 , ⋯ , 𝑐 ∈ ℝ是给定常数。将来在定义向量的

时候，我们会谈及“有向线段经过平移能否重合”，这样的说法于是就有了确切的含义。 
 
练习 在欧氏平面的典范模型中，请合理定义并证明：过直线外一点有且只有一条直线与

已知直线平行。 
 
思考 在抽象的欧氏几何中引入上述概念应该怎么做？需要小心什么？ 
 
 经过周全的思考，我们最终能够作结论：在度量空间的范畴中，（三维欧氏几何）空间

中的点、有向线段、平移等等都是具备确切含义的数学概念，其基本性质也符合我们的几何

常识。这就保证了惯用几何语言的合法性，为向量概念的建立奠定了严格基础。 
 
 上述通过度量模型处理欧氏几何的方式体现了现代数学的所谓的结构主义思想，即我们

把（几何）空间看作是一个承载的集合添加以一种（源于几何经验的）结构。互相同构的空

间被认为具有等效的结构，因而是雷同的。如果认为空间的（几何）性质是由其结构而不是

集合决定的，我们就可以只考虑一个或几个具体的模型来剖析那些性质。比如在上面的处理

中，欧氏几何的结构就是其欧氏度量，我们习惯于谈论的图形的长度、角度等概念都是结构

决定的性质。但是，比如原点的位置、坐标系就不是抽象的欧氏几何空间结构的一部分。尽

管在典范模型里我们发现了典范的原点和典范的坐标系，它们却不能通过等距同构映射以自

然的方式搬到其它空间上去，这是由于可用的等距同构映射通常不是唯一的。 
 
练习 证明𝐸 中的欧氏圆盘𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ ∶  𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑟 }（关于继承度量）对于不同

的实数𝑟 > 0互不等距同构。 
 
练习 设法说明在𝐸 中的带状区域𝑈 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ ∶ 0 < 𝑦 < 1}与欧氏平面不等距同构。 
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