
作业五选评 

[尤 2.7：6] 设݈ଵ和݈ଶ是两条异面的直线，它们都和平面ߨ不平行，证明：所有与݈ଵ和݈ଶ都相

交，并且平行与ߨ的直线构成马鞍面。（说明如何选取适当的仿射标架，使坐标方程具有马

鞍面的标准形式。） 
 
思路 注意到马鞍面的一种形式是ܵ: ݖ = ,ݔ参数，它可以解释为关于坐标ݕ以。ݕݔ 的一族ݖ

直线，空间中表现为任何平行于 XZ 坐标平面的平面ݕ = ݇截ܵ产生直线ݖ = ,ݔ݇ ݕ = ݇。根据

这个图形我们先选取仿射坐标使上述形式得以实现，再适当修改仿射标架使方程变成（仿射）

标准形式2ݖ = ଶݔ −  。ଶݕ
 
解答 设直线݈ଵ和݈ଶ交平面ߨ分别于点ܱ和ܣ，取ߨ以外的点ܤ ∈ ݈ଵ，过ܤ作平行于ߨ的平面交

݈ଶ于点ܲ。取点ܥ, ܳ ∈ ሬሬሬሬሬԦܲܣ满足ߨ = ሬሬሬሬሬԦܤܱ + ሬሬሬሬሬԦܳܣ = ሬሬሬሬሬԦܤܱ + ሬሬሬሬሬԦܥܱ + 平行，交݈ଵ和݈ଶߨሬሬሬሬሬԦ。如果有平面与ܣܱ

分别于点ܤ和 ܲ，其中ܱܤሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = ܤሬሬሬሬሬԦ，我们由向量几何得到ܤܱ ݇ ܲሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = ሬሬሬሬሬԦܣܱ + ሬሬሬሬሬԦ。于是全部题ܥܱ ݇

设直线在仿射标架൫ܱ; ,ሬሬሬሬሬԦܣܱ ,ሬሬሬሬሬԦܤܱ ,ݔሬሬሬሬሬԦ൯上都由关于仿射坐标ሺܥܱ ,ݕ ݖሻ方程组ݖ = ,ݔ݇ ݕ = ݇给出，其

中参数݇取遍全体实数。这些直线构成马鞍面ܵ: ݖ =  。ݕݔ
为获得标准形式，改取仿射标架൫ܱ; ,ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦܣܱ ,ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦܤܱ  ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦ൯以实现仿射坐标代换ܥܱ

ݔ = ᇱݔ + ,ᇱݕ ݕ = ᇱݔ − ,ᇱݕ ݖ =  ′ݖ2
即，选取 

ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦܣܱ = ሬሬሬሬሬԦܣܱ + ,ሬሬሬሬሬԦܤܱ ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦܤܱ = ሬሬሬሬሬԦܣܱ − ,ሬሬሬሬሬԦܤܱ ᇱሬሬሬሬሬሬሬԦܥܱ =  ሬሬሬሬሬԦܥ2ܱ
则新仿射坐标ሺݔᇱ, ,ᇱݕ ᇱݖሻ下的曲面方程呈标准形式ܵ: 2′ݖ = ሺݔᇱሻଶ − ሺݕᇱሻଶ。 


