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随机分析

0 引言 (2021 年 9 月 15 日 +22 日)

什么是随机分析

概率论归类于分析学. 比之微积分, 我们在随机分析中关心

1. 随机过程的构造: 用常见过程进行线性表示

2. 对鞅或半鞅的随机积分: 通过局部化推广

3. 随机 (偏) 微分方程

4. 非光滑分析: 局部时

5. 鞅性质在一些变换下的不变性

回顾: Brown 运动, Itô 随机积分

固定概率空间 (Ω,F ,P) 和滤流 (Ft)t≥0. 以 (Bt)t≥0 记零初值标准 Brown 运动.

定理 0.1. 若零初值随机过程 (Xt)t≥0 具有独立平稳增量和连续轨道, 则存在常数 σ 和 b, 以及零初值
标准 Brown 运动 (B̃t)t≥0, 使得 Xt = σB̃t + bt, ∀t ≥ 0.

引理 0.2 (二次变差). 设 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T , 则

E
[
|
∑m

k=1(Btk −Btk−1
)2 − T |2

]
= 2

∑m
k=1(tk − tk−1)

2 ≤ 2maxk(tk − tk−1)T.

令分划加细 (maxk(tk − tk−1) → 0) 即得 L2 收敛, 对于特定分划如 2n-等分 (n → ∞) 有 a.s. 收敛.

注 0.3. 关键在于 (B2
t − t)t≥0 是鞅.

定理 0.4. 以概率一 Brown 运动的轨道在任何有限区间上都不是有界变差的.

证明.
∑m

k=1(Btk −Btk−1
)2 ≤ Ξ

∑m
k=1|Btk −Btk−1

|, 其中 Ξ := max1≤k≤m|Btk −Btk−1
| a.s.−−→ 0.

例 0.5 (
∫ T

0
Bt dBt). 令 sk−1 := (1− α)tk−1 + αtk, 其中 α ∈ [0, 1] 是常数, 则

∑m
k=1 Bsk−1

(Btk −Btk−1
)

L2

−→ 1
2
B2

T + (α− 1
2
)T.

定义 0.6 (Itô 积分). 可料阶梯过程 Ht = H01{0}(t) +
∑m

k=1 Htk−1
1(tk−1,tk](t) 的 Itô 积分为∫ T

0
Ht dBt :=

∑m
k=1 Htk−1

(Btk −Btk−1
).

一般的循序可测过程的 Itô 积分为其可料阶梯过程近似的 Itô 积分的 L2 极限.

命题 0.7. Itô 积分满足: 可测、线性、可加.

命题 0.8. 设 (Ht)t≥0 是循序可测过程. 在适当的可积性条件下:

•
( ∫ t

0
Hs dBs

)
t≥0
是连续鞅, 特别地有: E

∫ t

0
Hs dBs = 0.

•
(
(
∫ t

0
Hs dBs)

2 −
∫ t

0
H2

s ds
)
t≥0
是连续鞅, 特别地有 Itô 等距: E

[
(
∫ t

0
Hs dBs)

2
]
= E

∫ t

0
H2

s ds.

•
(
e
∫ t
0
Hs dBs− 1

2

∫ t
0
H2

s ds)
t≥0
是连续鞅, 特别地有: E e

∫ t
0
Hs dBs = E e 1

2

∫ t
0
H2

s ds.
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随机分析

随机微分方程

定理 0.9. 给定 Brown 运动 (Bt)t≥0, 考察 dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt. 若 σ 和 b 满足 Lipschitz
条件, 则存在唯一的局部解 (Xt)t∈[0,ϵ]; 进一步地, 若 σ 和 b 还满足线性增长条件, 则有全局解 (Xt)t≥0.

注 0.10. 与此相对地, 给定随机过程 (Xt)t≥0, 我们关心如何简单地表示 Xt, 比如能否构造 Brown 运动
(Bt)t≥0 使得 dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt.

1 基本概念 (2021 年 9 月 22 日)

定义 1.1 (随机过程相等). 两个随机过程 (Xt) 和 (Yt)

• (有限维) 分布相同, 若 (Xt1 , . . . , Xtm)
d
= (Yt1 , . . . , Ytm), ∀t1 < · · · < tm, ∀m ≥ 1;

• 互为修正, 若 P{Xt = Yt} = 1, ∀t;

• 不可区分, 若 P{Xt = Yt, ∀t} = 1.

注 1.2. 不可区分的随机过程必然互为修正. 互为修正的随机过程必然有相同的有限维分布.

例 1.3. 设 (Bt)t≥0 是零初值标准 Brown 运动. 令 B̃t := Bt1[t ̸=τ ], 其中 τ := inf{t ≥ 0 : |Bt| = 1}. 易
得 (B̃t)t≥0 和 (Bt)t≥0 互为修正, 但不是不可区分的.

例 1.4. 记 γ(dx) := 1√
2π

e−x2/2 dx 和 pt(x, dy) := γ(dy−x√
t
).

• 在 (R∞,B∞
R , γ∞)上定义 ξn(ω1, ω2, . . . ) = ωn,则 ξn

i.i.d.∼N (0, 1). 令Xt :=
∑∞

n=1

√
2

sin((n− 1
2 )πt)

(n− 1
2 )π

ξn,
则 (Xt)t∈[0,1] 与零初值标准 Brown 运动有限维分布相同. (Karhunen–Loève)

• 在 C([0, 1];R) 上配备一致范数 ‖w‖ := maxt∈[0,1]|w(t)|, 诱导拓扑及 Borel 代数. 存在概率测度
PW 适合 PW{w ∈ C([0, 1];R) : w(t1) ∈ A1, . . . , w(tm) ∈ Am} =

∫
A1×···×Am

∏m
k=1 ptk−tk−1

(xk−1, dxk),
∀0 = t0 < t1 < · · · < tm ≤ 1, ∀A1, . . . , Am ∈ BR, ∀m ≥ 1, 其中 x0 = 0. 令 Wt(w) := w(t), 则
(Wt)t∈[0,1] 是 C([0, 1];R) 上的零初值标准 Brown 运动. (Wiener)

不同概率空间上的随机过程可以有相同的有限维分布, 也只能在分布上进行比较.

定义 1.5 (通常条件). 概率空间 (Ω,F ,P) 上的滤流 (Ft)t≥0 的通常条件指的是

• (完备) 所有 P-零测集都在 F0 中,

• (右连续) Ft = F+
t :=

⋂
u>t Fu, ∀t.

注 1.6. 滤流 (F+
t )t≥0 总是右连续的.

定义 1.7 (停时). 给定滤流 (Ft)t≥0, 非负随机变量 τ 为

• 可选时, 若 {τ < t} ∈ Ft, ∀t;

• 停时, 若 {τ ≤ t} ∈ Ft, ∀t.

命题 1.8. 停时总是可选时. 如果滤流右连续, 那么可选时是停时.

证明. 一方面, {τ < t} =
⋃∞

n=1{τ ≤ t− 1
n
}. 另一方面, {τ ≤ t} =

⋂∞
n=1{τ < t+ 1

n
}.
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随机分析

习题 1.1 (首中时, [1]: 1.2.6, 1.2.7). 设 (ξt)t≥0 是定义在带滤流 (Ft)t≥0 的概率空间上取值于完备可分
度量空间 (S, d) 的轨道右连续的随机过程. 证明: 若 G 是开集, 则 τ := inf{t > 0 : ξt ∈ G} 是可选时;
若 (ξt) 的轨道是连续的, F 是闭集, 则 τ ′ := inf{t > 0 : ξt ∈ F} 是停时.

证明. 利用轨道右连续性, {τ < t} =
⋃

r∈(0,t)∩Q{ξr ∈ G} ∈ Ft. 令 τn := inf{t > 0 : ξt ∈ Gn}, 其
中 Gn := {x ∈ S : d(x, F ) < 1

n
} 是开集. 设 (ξt)t≥0 轨道连续, 往证 {τ ′ ≤ t} =

⋂∞
n=1{τn < t}. 由

G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ F 可得 τn ↗ τ∗ ≤ τ ′. 在 {τ∗ < ∞} ⊂ {τ ′ < ∞} 上, 有 ξτ∗ ∈
⋂∞

n=1 Gn = F , 从而
τ ′ ≤ τ∗. 在 {τn < ∞} ⊂ {τ∗ < ∞} 上, 有 ξτn ∈ ∂Gn = {x ∈ S : d(x, F ) = 1

n
}, 从而 τn < τ ′ = τ∗. ■

设 X = (Xt)t≥0 是轨道 a.s. 右连左极的随机过程, A := {X在 [0, t0)上连续}. 证明:

习题 1.2 ([1] 1.1.7). 如果 X 的每条轨道都是右连左极的, 那么 A ∈ FX
t0

:= σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t0).

证明. A∁ =
⋃

t∈(0,t0)

{ lim
Q∋q↗t

Xq 6= lim
Q∋r↘t

Xr}

=
⋃

t∈(0,t0)

⋃
n≥1

{ lim
Q∋q↗t

lim
Q∋r↘t

|Xq −Xr| > 1
n
}

⊂
⋃
n≥1

⋂
m≥1

⋃
q,r∈(0,t0)∩Q:|q−r|< 1

m

{|Xq −Xr| > 1
n
} ∈ FX

t0

⊂
⋃
n≥1

⋃
t∈[0,t0]

⋃
(0,t0)∋qj→t

⋃
(0,t0)∋rj→t

⋂
j≥1

{|Xqj −Xrj | > 1
n
}

=
⋃

t∈[0,t0]

{ lim sup
(0,t0)∋s→t

Xs 6= lim inf
(0,t0)∋s→t

Xs} = A∁.
■

习题 1.3 ([1] 1.1.8). 可能有 A /∈ FX
t0

. 如果 X 适应于滤流 (Ft)t≥0, 且 Ft0 完备, 那么 A ∈ Ft0 .

证明. 令 C := {X右连左极}.
在 (Ω,F ) = (R,BR) 上定义 P(B) :=

∫ 1

0
1B(ω) dω, 考察 Xt(ω) = 1[t=ω>1], 可见 C∁ = (1,∞) 是

P-零测集. 置 t0 = 2, 则有 A∁ = (1, 2), 而 FX
t0

= σ
({

{t} : 1 < t ≤ 2
})
只含至多可数集及其补集.

类似习题1.2可得 A∁ ∩ C = C ∩
⋃

n≥1

⋂
m≥1

⋃
q,r∈(0,t0)∩Q:|q−r|< 1

m
{|Xq − Xr| > 1

n
}. 若 Ft0 完备,

则 C∁ 和 C 都在 Ft0 中. 若还有 FX
t0

⊂ Ft0 , 则 A∁ ∩ C ∈ Ft0 , 进而 A = (A∁ ∩ C)∁ ∩ C ∈ Ft0 . ■

2 随机过程 (2021 年 9 月 24 日)

固定概率空间 (Ω,F ,P) 和满足通常条件的滤流 (Ft)t≥0.

定义 2.1 (可测性). 设 X = (Xt)t≥0 是取值于可测空间 (S,Σ) 的随机过程. 称 X

• 可测, 若 (t, ω) ∈ [0,∞)× Ω 7→ Xt(ω) ∈ S 是 (B[0,∞) ⊗ F )/Σ 可测映射;

• 适应, 若 ω ∈ Ω 7→ Xt(ω) ∈ S 是 Ft/Σ 可测映射, ∀t;

• 循序可测, 若 (s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7→ Xs(ω) ∈ S 是 (B[0,t] ⊗ Ft)/Σ 可测映射, ∀t;

• 可料, 若 (t, ω) ∈ [0,∞)× Ω 7→ Xt(ω) ∈ S 是 P/Σ 可测映射, 其中

P := σ
(
{[0,∞)×A : A ∈ F0} ∪ {(s, u]×A : A ∈ Fs, 0 < s < u < ∞}

)
为可料 σ-代数.

命题 2.2. 可测适应随机过程必然存在循序可测修正.

© T.-Y. Li (kellty@pku.edu.cn)
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随机分析

命题 2.3. 轨道右连续的适应随机过程必然循序可测.

命题 2.4. 可料随机过程必然循序可测.

命题 2.5. P = σ(左连续适应随机过程) = σ(左连右极适应随机过程) = σ(连续适应随机过程).

定义 2.6 (平方可积鞅). 设 M = (Mt) 是 (Ft)-鞅. 称 M 平方可积, 若 Mt ∈ L2(P), ∀t. 记

• M2 := {平方可积的零初值右连左极 (Ft)t≥0-鞅}, M2
cts := {M ∈ M2 : t 7→ Mt连续},

• M2
T := {平方可积的零初值右连左极 (Ft)t∈[0,T ]-鞅}, M2

T,cts := {M ∈ M2
T : t 7→ Mt连续},

• M2
∞ := {M ∈ M2 : supt≥0 EM2

t < ∞}, M2
∞,cts := M2

∞ ∩M2
cts.

称M2
∞ 中的元素为一致平方可积鞅.

命题 2.7. M2
∞ = {(E[M∞|Ft])t≥0 : M∞ ∈ L2(P), E[M∞|F0] = 0}.

定理 2.8 (Doob–Meyer 分解). 设 X = (Xt)t≥0 是右连左极下鞅. 若 X 满足一定条件, 则存在唯一的
鞅 M = (Mt)t≥0 和可料可积零初值右连续增过程 A = (At)t≥0, 使得 X = M +A.

定义 2.9 (补偿子). 上述分解中, A 称为 X 的补偿子.

例 2.10. 速率 λ 的 Poisson 过程的补偿子为 (λt)t≥0.

定义 2.11 (尖括号过程). 对于 M = (Mt)t≥0 ∈ M2, 称 (M2
t )t≥0 的补偿子为 M 的特征, 记作 〈M〉.

例 2.12. 设 B = (Bt)t≥0 是标准 Brown 运动, 则 〈B〉t = t.

定理 2.13. 设 M ∈ M2
cts, 则 t 7→ 〈M〉t 连续, 并且 〈M〉t 是 [0, t] 上 M 的二次变差的依概率极限.

习题 2.1. 证明: (M,N) 7→ EMTNT 使M2
T 成为 Hilbert 空间, 并且M2

T,cts 是M2
T 的闭子空间.

证明. 不难验证内积性质, 下面考虑完备性. 任取 M (n) ∈ M2
T 适合 M

(m)
T − M

(n)
T

L2(P)−−−−−→
m,n→∞

0. 利用

Doob 极大不等式, supt∈[0,T ]|M
(m)
t −M

(n)
t | L2(P)−−−−−→

m,n→∞
0, 进而存在 n1 < n2 < . . . 和 P-零测集 D 使得{

supt∈[0,T ]|M
(nj)
t −M

(nk)
t | −−−−→

j,k→∞
0
}
⊃ D∁. 令 Mt := limk→∞ M

(nk)
t 1D∁ , 则 M = (Mt)t∈[0,T ] 保持轨

道连续性, 因为在 D∁ 上, supu∈[0,T ]|Mu −M
(nk)
u | ≤ lim infj→∞ supt∈[0,T ]|M

(nj)
t −M

(nk)
t | −−−→

k→∞
0, 而

|Mt −Ms| ≤ |Mt −M
(nk)
t |+ |M (nk)

t −M (nk)
s |+ |M (nk)

s −Ms| ≤ |M (nk)
t −M (nk)

s |+2 supu|Mu −M (nk)
u |.

对任意 t ∈ [0, T ] 有 L2(P)- limn→∞ M
(n)
t

a.s.
= P- limk→∞ M

(nk)
t = Mt, 这还表明 M 是平方可积鞅, 因为

只要 s ≤ t 就有 EMt1A = limn→∞ EM (n)
t 1A = limn→∞ EM (n)

s 1A = EMs1A, ∀A ∈ Fs. ■

习题 2.2. 设 N = (Nt)t≥0 是速率参数为 λ 的 Poisson 过程, Ft = FN
t := σ(Ns : s ≤ t).

1. 证明 (Nt − λt)t≥0 是 (Ft)t≥0-鞅;

证明. 根据增量性质可得 E[Nt −Ns|Fs] = λ(t− s), ∀t > s. ■

2. 求 ((Nt − λt)2)t≥0 的 Doob–Meyer 分解;

解. 记 Ñt := Nt − λt. 由 Ñ2
t = Ñ2

s + 2Ñs(Ñt − Ñs) + (Ñt − Ñs)
2, 可得

E[Ñ2
t |Fs]− Ñ2

s = 2ÑsE(Ñt − Ñs) + Var(Ñt − Ñs) = Var(Nt −Ns) = λ(t− s), ∀t > s.

于是 〈Ñ〉t = λt, 即 (Ñ2
t − λt)t≥0 是 (Ft)t≥0-鞅. ////
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随机分析

3. 设 X = (Xn)n≥0 是 i.i.d. 随机变量序列, X0 可积, 且 N 与 X 独立. 令 Yt :=
∑Nt

n=0 Xn, 则
Y = (Yt)t≥0 称为复合 Poisson 过程. 求 Y 的 Doob–Meyer 分解.

解. 令 Gt := FN
t ∨ σ(Xn∧Nt

: n ≥ 0), 则 Y 适应于 (Gt)t≥0. 我们有 Yt − Ys|Gs
d
=

∑Nt−Ns

n=1 X ′
n, 其

中 (X ′
n)n≥0 是独立于 Gt 的 X 的同分布拷贝, 从而 E[Yt − Ys|Gs] = E

∑Nt−Ns

n=1 X ′
n = λ(t − s)µ,

∀t > s, 其中 µ := EX0. 因此, Y 的补偿子为 (µλt)t≥0, 即 (Yt − µλt)t≥0 是 (Gt)t≥0-鞅. ////

3 随机过程·续 (2021 年 9 月 27 日)

定义 3.1 (互特征). 〈M,N〉 := 1
4

(
〈M +N〉 − 〈M −N〉

)
称为 M,N ∈ M2 的互特征.

注 3.2. 〈M,N〉 = 1
2

(
〈M +N〉 − 〈M〉 − 〈N〉

)
.

命题 3.3. (MtNt − 〈M,N〉t)t≥0 是鞅, ∀M,N ∈ M2.

命题 3.4. (M,N) 7→ 〈M,N〉 是M2 上的正定对称双线性映射.

定义 3.5 (生成元). 半群 (Pt)t≥0 的生成元为 A := d
dt

∣∣
t=0+

Pt, 其中 Ptf(x) :=
∫
Pt(x, dy)f(y), f ∈ Cb.

命题 3.6. APt =
d
dtPt = PtA, ∀t ≥ 0.

例 3.7. 转移速率矩阵为 Q 的时齐连续时间 Markov 链的生成元为 Af(x) =
∑

y Q(x, y)f(y), f ∈ Cb.

定理 3.8. 设 (Xt)t≥0 是生成元为 A的时齐 Markov过程,则
(
f(Xt)−

∫ t

0
Af(Xs) ds

)
t≥0
是鞅, ∀f ∈ Cb.

证明. 记 Markov 转移半群为 (Pt)t≥0, 则 E[f(Xt+u)|Ft] = Puf(Xt), ∀t, u ≥ 0. 利用 d
duPu = PuA, 可

得 Puf(Xt)− f(Xt) =
∫ u

0
PvAf(Xt) dv =

∫ u

0
E[Af(Xt+v)|Ft] dv = E[

∫ u

0
Af(Xt+v) dv|Ft].

定义 3.9 (随机测度). 可测空间 (S,Σ) 上的随机测度指的是满足可数可加性的映射 Λ : B ∈ Σ 7→
Λ(B) ∈ {取值于 [0,∞]的随机变量}.

例 3.10. 存在 (Rd,Bd
R)上的随机测度 Λ, 称为强度 λ的 Poisson点过程, 适合 Λ(B) ∼ Poisson(λ|B|),

并且只要 B1, . . . , Bk 两两不交就有 Λ(B1), . . . ,Λ(Bk) 独立.

定义 3.11 (计数过程). 对应于 [0,∞)上的非负整数值随机测度 Λ的计数过程为 Nt := Λ([0, t]), t ≥ 0.

例 3.12. 非负随机变量 X1, X2, . . . 决定更新过程 Nt := sup{n :
∑n

i=1 Xi ≤ t}, t ≥ 0.

定义 3.13 (简单计数过程). 关于滤流 (Ft)t≥0 适应的计数过程 N = (Nt)t≥0 称为简单的, 若存在循序
可测随机过程 λ = (λs)s≥0 和一列有限停时 τn → ∞, 使得 E[Nu∧τn −Nt∧τn |Ft] = E[

∫ u∧τn
t∧τn

λs ds|Ft],
∀u ≥ t ≥ 0, ∀n, 其中 λ 称为随机速率. 换言之,

(
Nt −

∫ t

0
λs ds

)
t≥0
是 (Ft)t≥0-局部鞅.

习题 3.1 ([1] 1.5.7). 设 M,N ∈ M2. 证明:

1. 〈M,N〉2t ≤ 〈M〉t〈N〉t, ∀t ≥ 0.

证明. 只需考察 α ∈ R 7→ 〈M〉tα2 + 2〈M,N〉tα+ 〈N〉t = 〈αM +N〉t ≥ 0 的判别式. ■

2. 设 Vt 是 [0, t] 3 u 7→ 〈M,N〉u 的全变差, t > s, 则 Vt − Vs ≤ 1
2

(
〈M〉t − 〈M〉s + 〈N〉t − 〈N〉s

)
.

证明. 由于 A := 1
2
(〈M〉+ 〈N〉) 是增过程, 只需 |〈M,N〉t − 〈M,N〉s| ≤ At − As, ∀t > s. 不妨置

s = 0, 此时易得 ±〈M,N〉t ≤ At ⇐⇒ 〈M ∓N〉t ≥ 0. ■
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习题 3.2. 设 X = (Xt)t≥0 是一个单生过程, 即其状态空间为 Z+ := {0, 1, 2, · · · }, 转移速率矩阵 Q

形如 Q(x, y) := λ(x)1[y=x+1] − λ(x)1[y=x]. 进一步假定
∑∞

x=0
1

λ(x)
= ∞, 即 X 非爆炸. 求 X 的

Doob–Meyer 分解并验证.

解. 作为习题3.3的特例,
(
Xt −

∫ t

0
λ(Xs) ds

)
t≥0
是鞅. ////

习题 3.3. 设 X = (Xt)t≥0 是一个取值于 Z+ := {0, 1, 2, · · · } 的连续时间 Markov 链, 转移速率矩阵 Q

使得 X 非爆炸. 任取 f : Z+ → R 适合 E|f(Xt)| < ∞, ∀t ≥ 0. 求 f(X) = (f(Xt))t≥0 的 Doob–Meyer
分解并验证.

解. 断言 M :=
(
f(Xt)−

∫ t

0

∑
y Q(Xs, y)f(y) ds

)
t≥0
是鞅. 任取 u > t, 有

d
duE[f(Xu)|Ft] =

d
dh

∣∣
h=0+

E
[
E[f(Xu+h)|Fu]

∣∣Ft

]
= E

[ d
dh

∣∣
h=0+

E[f(Xu+h)|Fu]
∣∣Ft

]
,

其中 d
dh

∣∣
h=0+

E[f(Xu+h)|Fu] =
∑

y Q(Xu, y)f(y). 即得 d
duE[Mu|Ft] = 0, 进而 E[Mu|Ft] = Mt. ////

习题 3.4. 设X1, X2, . . . 是 i.i.d.随机变量, P{X1 > 0} = 1. 令 Tn :=
∑n

i=1 Xi和 Nt :=
∑∞

n=1 1{Tn≤t}.
求 N = (Nt)t≥0 的 Doob–Meyer 分解并验证. 特别地, 考虑 X1 = 1 a.s. 的情况.

解. 令 Gt := FN
t ∨ σ(Tn ∧ t : n ≥ 0), 则 N 适应于 (Gt)t≥0. 记 F := P{X1 ≤ ·} 的 n 次卷积为 F ∗n.

任取 t > s, 有 P(Tn ≤ t |Gs) = 1{n≤Ns} + 1{n>Ns}Gn(t; s)/[1− F (s− TNs
)], 其中

Gn(t; s) := F ∗(n−Ns)(t− TNs
)−

∫ s−TNs

x=0
F ∗(n−Ns−1)(t− TNs

− x) dF (x),

从而 E[Nt|Gs]−Ns =
∑∞

n=1 1{n>Ns}Gn(t; s)/[1−F (s−TNs
)]. 因此, N 的补偿子为 A = (At)t≥0, 其中

At =
∞∑

n=1

∫ t

s=0

1{Ns<n}

1− F (s− TNs
)

dGn(· ; s)|s.

如果 (a.s.)X1 = 1, 那么 Nt = btc, 此时 At = btc. ////

4 随机积分 (2021 年 9 月 29 日)

固定 M = (Mt)t≥0 ∈ M2
cts, 定义测度

µM (A) :=
∫
Ω

∫∞
t=0

1A(t, ω) d〈M〉t(ω) dP(ω), A ∈ B[0,∞) ⊗ F .

定义 4.1. 两个可测且适应的过程 X 和 Y 当作等价的, 若 µM{(t, ω) : Xt(ω) 6= Yt(ω)} = 0.

注 4.2. 在 µM 下等价和互为修正是没有蕴涵关系的, 因为 µM 涉及的重积分有顺序.

定义 4.3. L∗(M) :=
⋂

T∈(0,∞) L∗
T (M), L∗

T (M) := {循序可测 (Xt)t≥0 : E
∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t < ∞}/ µM -a.e.
======.

命题 4.4. 范数 ‖X‖L∗
T (M) :=

√
E
∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t 使 L∗
T (M)/轨道|(T,∞) 成为 Hilbert 空间.

推论 4.5. 准范数 ‖X‖L∗(M) :=
∑∞

T=1(1 ∧ ‖X‖L∗
T (M))/2

T 使 L∗(M) 成为完备度量空间.

定义 4.6 (简单过程). 随机过程 X = (Xt)t≥0 称为简单的, 若存在 0 = t0 < t1 < t2 < . . . 和一致有界
的 ξk ∈ L∞(Ftk ,P), 使

Xt = ξ01{0}(t) +
∑∞

k=0 ξk1(tk,tk+1](t), ∀t. (♠)

所有简单过程的集合记作 L0.
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引理 4.7. 设 (At)t≥0 是适应的连续增过程. 若 (Xt)t≥0 循序可测且 E
∫ T

t=0
X2

t dAt < ∞, ∀T ∈ [0,∞),
则存在 X(n) ∈ L0 使得

E
∫ T

t=0
|X(n)

t −Xt|2 dAt −−−→
n→∞

0, ∀T ∈ [0,∞).

定理 4.8. L0 是 L∗(M) 的稠密子空间.

定义 4.9 (简单过程的随机积分). (♠)∈ L0 关于 M 的随机积分为鞅变换∫ t

0
X dM := IMt (X) :=

∑∞
k=0 ξk(Mtk+1∧t −Mtk∧t), t ∈ [0,∞).

命题 4.10. IM : X ∈ L0 7→ IM (X) := (IMt (X))t≥0 ∈ M2
cts 是良定义的 R-线性映射.

命题 4.11 (Itô 等距). 对 X ∈ L0, 可得
(
(
∫ t

0
X dM)2 −

∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s
)
t≥0
是鞅. 特别地,

‖
∫
X dM‖2M2

T
= E

[
(
∫ T

0
X dM)2

]
= E

∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t = ‖X‖2L∗
T (M), ∀T ∈ [0,∞).

定义 4.12 (随机积分). X ∈ L∗(M) 关于 M 的随机积分为∫
X dM := IM (X) := M2- lim IM (X(n)), 其中 L0 3 X(n) L∗(M)−−−−→ X (n → ∞).

定理 4.13. IM : X ∈ L∗(M) 7→
∫
X dM ∈ M2

cts 是线性等距, 且 〈
∫
X dM〉 =

( ∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s
)
t≥0

.

命题 4.14. 若 X,Y ∈ L∗(M) 是 µM -等价的, 则
∫
X dM 和

∫
Y dM 不可区分.

证明. 对任意 T > 0 有 E
[
(
∫ T

0
X dM −

∫ T

0
Y dM)2

]
= ‖

∫
(X − Y ) dM‖2M2

T
= ‖X − Y ‖2L∗

T (M) = 0 以及

E
[
maxt∈[0,T ](

∫ t

0
X dM −

∫ t

0
Y dM)2

]
≤ 4E

[
(
∫ T

0
X dM −

∫ T

0
Y dM)2

]
.

习题 4.1. 设 M = (Mt)t≥0 ∈ M2
cts. 证明:

1. 若 0 ≤ t0 ≤ t1 < t2, 且 ξ1 ∈ L∞(Ft1), 则 E[ξ21(Mt2 −Mt1)
2|Ft0 ] = E[ξ21(〈M〉t2 − 〈M〉t1)|Ft0 ].

证明. 利用 E[(Mt2 −Mt1)
2|Ft1 ] = E[M2

t2
|Ft1 ]−M2

t1
= E[〈M〉t2 |Ft1 ]− 〈M〉t1 . ■

2. 对于 X ∈ L∗(M), 有 E[(IMt (X)− IMs (X))2|Fs] = E[
∫ t

u=s
X2

u d〈M〉u|Fs] (a.s.), ∀t > s.

证明. 因为 L0 在 L∗(M) 中稠密, 只需证明 X ∈ L0 的情况, 而这由前立得. ■

习题 4.2 ([1] 1.5.12). 设 X ∈ M2
cts 满足 〈X〉τ = 0 a.s., 其中 τ 是停时, 证明 P{Xt∧τ = 0, ∀t} = 1.

证明. 任取 T > 0, 有 E[maxt∈[0,T ] X
2
t∧τ ] ≤ 4E[X2

T∧τ ], 而 E[X2
T∧τ ] = E〈X〉T∧τ ≤ E〈X〉τ = 0. ■

5 随机积分·互特征 (2021 年 10 月 11 日)

设 M,N ∈ M2
cts, X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N), t ≥ 0.

定理 5.1 (Kunita–Watanabe).
∫ t

s=0
|Xs| |Ys| |d〈M,N〉s| ≤

√∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s
√∫ t

s=0
Y 2
s d〈N〉s.

证明. 对
∫ t

0
dµ 应用 Cauchy–Schwarz 不等式, 其中 dµ(s) = |d〈M,N〉s|+ d〈M〉s + d〈N〉s.

引理 5.2. 〈
∫
X dM, N〉 =

( ∫ t

s=0
Xs d〈M,N〉s

)
t≥0

, 亦即 d〈
∫
X dM, N〉t = Xt d〈M,N〉t.

命题 5.3. 〈
∫
X dM,

∫
Y dN〉 =

( ∫ t

s=0
XsYs d〈M,N〉s

)
t≥0

,亦即 d〈
∫
X dM,

∫
Y dN〉t = XtYt d〈M,N〉t.
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引理 5.4.
∫
X dM 是方程 〈?, N〉 =

( ∫ t

s=0
Xs d〈M,N〉s

)
t≥0

(∀N) 在M2
cts 中的唯一解. (Riesz 表示)

命题 5.5. 任取停时 τ , 停止过程满足 (
∫
X dM)τ =

( ∫ t

s=0
Xs1{s≤τ} dMs

)
t≥0

5.7
===

∫
Xτ d(M τ ).

注 5.6. 第一个等号需要 〈(
∫
X dM)τ , N〉 = 〈

∫
X dM, N〉τ . 一般地, 〈M τ , N〉 = 〈M,N〉τ .

命题 5.7. 若 N =
∫
X dM , 则 Y X = (YtXt)t≥0 ∈ L∗(M) 且

∫
Y dN =

∫
Y X dM .

换言之, 若 dNt = Xt dMt, 则 Yt dNt = YtXt dMt.

推论 5.8.
∫
ξ0X dM = ξ0

∫
X dM , ∀ξ0 ∈ L∞(F0).

习题 5.1. 设 X,Y ∈ L0, M,N ∈ M2
cts. 证明 〈

∫
X dM,

∫
Y dN〉t =

∫ t

s=0
XsYs d〈M,N〉s.

证明. 不妨 X• = ξ01{0}+
∑∞

k=0 ξk1(tk,tk+1] 且 Y• = η01{0}+
∑∞

k=0 ηk1(tk,tk+1], 其中 0 = t0 < t1 < . . . ,
则有

∫
X dM =

∑∞
k=0 ξk(M

tk+1 −M tk) 和
∫
Y dN =

∑∞
k=0 ηk(N

tk+1 −N tk). 易得

〈ξj(M tj+1 −M tj ), ηk(N
tk+1 −N tk)〉 = ξkηk(〈M,N〉tk+1 − 〈M,N〉tk)1[j=k], ∀j, k,

从而 〈
∫
X dM,

∫
Y dN〉t =

∑∞
k=0 ξkηk

∫ t

s=0
1(tk,tk+1](s) d〈M,N〉s =

∫ t

s=0
XsYs d〈M,N〉s. ■

6 随机积分·局部化 (2021 年 10 月 13 日)

定义 6.1 (局部可积). 适应的随机过程 X = (Xt)t≥0 称为局部可积的, 若存在一列停时 τn ↗ ∞ (a.s.),
使得 Xτn = (Xt∧τn)t≥0 可积. 停时列 {τn}∞n=1 称为局部化序列, 不妨满足 τn ≤ n.

定义 6.2 (局部鞅). 称右连左极 (连续) 的随机过程 M = (Mt)t≥0 为 (连续) 局部 (平方可积) 鞅, 若
存在局部化序列 {τn}∞n=1 使得 M τn = (Mt∧τn)t≥0 是 (平方可积) 鞅. 记

• Mloc := {零初值局部鞅}, M2
loc := {零初值局部平方可积鞅},

• Mcts,loc := {零初值连续局部鞅} = {零初值连续局部平方可积鞅} ⊂ M2
loc.

定理 6.3. 对于M = (Mt)t≥0 ∈ M2
loc,存在唯一的可料局部可积零初值右连续增过程 〈M〉 = (〈M〉t)t≥0,

称为 M 的特征, 使得 (M2
t − 〈M〉t)t≥0 是局部鞅.

证明. 利用局部化, 可得 〈M〉t =
∑∞

n=1〈M τn〉t1(τn−1,τn](t), 其中 τ0 := 0.

推论 6.4. 对于 M,N ∈ M2
loc 可以定义互特征 〈M,N〉, 并且 〈M,N〉τn = 〈M τn , N τn〉.

特别地, (MtNt − 〈M,N〉t)t≥0 是局部鞅.

定义 6.5. 设 M ∈ Mcts,loc, 令 L∗
loc(M) :=

⋂
T∈(0,∞){循序可测 (Xt)t≥0 :

∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t < ∞ a.s.}.

定义 6.6 (关于局部鞅的随机积分). 对于 M ∈ Mcts,loc 和 X = (Xt)t≥0 ∈ L∗
loc(M), 可取局部化序列

τn ≤ n ∧ inf{t : |Mt| > n} ∧ inf{t :
∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s > n}, 则 X 关于 M 的随机积分为∫ t

0
X dM :=

∫ t

0
Xτn d(M τn), 0 ≤ t ≤ τn.

注 6.7. IM : X ∈ L∗
loc(M) 7→ IM (X) :=

∫
X dM := (

∫ t

0
X dM)t≥0 ∈ Mcts,loc 是良定义的 R-线性映射.

Z 固定 M ∈ Mcts,loc 和 X ∈ L∗
loc(M).

命题 6.8. 〈
∫
X dM〉 =

( ∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s
)
t≥0

.
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引理 6.9. 〈
∫
X dM, N〉 =

( ∫ t

s=0
Xs d〈M,N〉s

)
t≥0

, ∀N ∈ Mcts,loc.

命题 6.10. 〈
∫
X dM,

∫
Y dN〉 =

( ∫ t

s=0
XsYs d〈M,N〉s

)
t≥0

, ∀Y ∈ L∗
loc(N), ∀N ∈ Mcts,loc.

引理 6.11.
∫
X dM 是方程 〈?, N〉 =

( ∫ t

s=0
Xs d〈M,N〉s

)
t≥0

(∀N ∈ M2
cts) 在Mcts,loc 中的唯一解.

命题 6.12. 设 N =
∫
X dM 且 Y ∈ L∗

loc(N), 则 Y X = (YtXt)t≥0 ∈ L∗
loc(M) 且

∫
Y dN =

∫
Y X dM .

命题 6.13. (
∫
X dM)τ =

( ∫ t

s=0
Xs1{s≤τ} dMs

)
t≥0

=
∫
Xτ d(M τ ), 其中 τ 是任意停时.

命题 6.14. 设 τ 是停时, X(n) ∈ L∗
loc(M), 则∫ τ

t=0
|X(n)

t −Xt|2 d〈M〉t
P−−−→

n→∞
0 =⇒ sup

0≤t≤τ
|
∫ t

0
X(n) dM −

∫ t

0
X dM | P−−−→

n→∞
0.

习题 6.1 ([1] 1.5.16). 举例说明连续局部鞅不一定是鞅.

解. 考虑适应于 Ft := σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t
(1−t)+

) 的 Mt := Bτ
t/(1−t)1[0,1)(t)− 1[1,∞)(t), 其中 B 是零初值

标准 Brown 运动, τ = inf{t : Bt = −1}. 由于 M0 = 0 6= −1 = M1, 可见 M = (Mt)t≥0 不是鞅. 令
τn := n

n+1
1{τ>n} + ( τ

τ+1
+ n)1{τ≤n}, 则 τn ↗ ∞ (a.s.), 且

M τn
t = Bτ

t/(1−t)1{τ≤n}1[0,1)(t) +Bτ∧n
t/(1−t)+1{τ>n} − 1{τ≤n}1[1,∞)(t)

= Bτ∧n
t/(1−t)1[0,1)(t) +Bτ∧n1[1,∞)(t) = E[Bτ∧n|Ft]. ////

习题 6.2 ([1] 3.2.25). 对于 M,N ∈ Mcts,loc 和 X ∈ L∗
loc(M) ∩ L∗

loc(N), 证明
∫
X d(cM + N) =

c
∫
X dM +

∫
X dN , 其中 c 是常数.

证明. 任取 Z ∈ Mcts,loc 和 t ≥ 0, 有

〈
∫
X d(cM +N), Z〉t =

∫ t

s=0
Xs d〈cM +N,Z〉s

= c
∫ t

s=0
Xs d〈M,Z〉s +

∫ t

s=0
Xs d〈N,Z〉s

= c 〈
∫
X dM, Z〉t + 〈

∫
X dN, Z〉t = 〈c

∫
X dM +

∫
X dN, Z〉t. ■

习题 6.3 ([3] IV.1.27). 1. 设 M 和 N 是独立的连续局部鞅, 证明 〈M,N〉 = 0.

证明. 利用局部化, 不妨设 M 和 N 一致有界. 任取 t ≥ 0, 令 {tk} 是 [0, t] 的分划, 适合
maxk(tk − tk−1) → 0. 一方面, 〈M,N〉t = P- lim

∑
k(Mtk −Mtk−1

)(Ntk −Ntk−1
). 另一方面,

‖
∑

k(Mtk −Mtk−1
)(Ntk −Ntk−1

)‖2L2(P)

= E
∑

j,k(Mtj −Mtj−1
)(Mtk −Mtk−1

)(Ntj −Ntj−1
)(Ntk −Ntk−1

)

=
∑

k E[(Mtk −Mtk−1
)2]E[(Ntk −Ntk−1

)2]

=
∑

k(EM2
tk
− EM2

tk−1
)(EN2

tk
− EN2

tk−1
) ≤ maxk(EM2

tk
− EM2

tk−1
)(EN2

t − EN2
0 ) → 0,

因为 s 7→ EM2
s 连续. 综上, 〈M,N〉t = 0, ∀t. ■

2. 设 B 是标准 Brown 运动, τ 是停时且不是常数, 证明 Bτ 和 B − Bτ 是不独立的连续鞅, 而
〈Bτ , B −Bτ 〉 = 0.

证明. 任取 t ≥ 0, 有 〈Bτ 〉t = t∧ τ 和 〈B −Bτ 〉t = (t− τ)+, 从而 {τ < t} ∈ σ(Bτ )∩ σ(B −Bτ ).
由于 τ 不是常数, 可得 Bτ 和 B −Bτ 不独立. ■

注. 参看 A.S. Cherny. (2006). Some Particular Problems of Martingale Theory.
In: Yu.M. Kabanov; R.S. Liptser; J. Stoyanov. (Eds.). From Stochastic Calculus to

Mathematical Finance, pp. 109–124. Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-540-30788-4_6
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7 Itô 公式 (2021 年 10 月 20 日)

定义 7.1 (半鞅). 称 (连续) 适应随机过程 (Xt) 为 (连续) 半鞅, 若存在分解 Xt = X0 +Mt + At, ∀t,
其中 (Mt) ∈ Mloc, 并且 (At) 是有限变差的右连左极 (连续) 随机过程. (Bichteler–Dellacherie)

注 7.2. 有限变差过程 A 是两个增过程 A± 之差, 即 Jordan 分解 dAt = dA+
t − dA−

t , t ∈ [0,∞).

命题 7.3 (Fisk). 有限变差零初值连续局部鞅几乎必然为零. 特别地, 连续半鞅的分解是唯一的.

证明. 局部化之后, 应用 Doob–Meyer 分解的唯一性, 或者直接对二次变差进行放缩.

定义 7.4. 设 X 是半鞅, 典则分解为 X = X0 +M +A, 即 Xt = X0 +Mt +At, ∀t.
约定 〈X〉 := 〈M〉 和

∫
•dX :=

∫
•dM +

∫ ·
s=0

•dAs, 分别称为 X 的特征和关于 X 的积分.

定义 7.5. 两个连续半鞅 X 和 Y 的互特征为 〈X,Y 〉 := 1
4

(
〈X + Y 〉 − 〈X − Y 〉

)
.

定理 7.6 (Itô). 设 f ∈ C1,2([0,∞)× Rn;R). 对于连续半鞅 Xi, i = 1, 2, · · · , n, 有

f(t,X1
t , · · · , Xn

t ) = f(0, X1
0 , · · · , Xn

0 ) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,X1

s , · · · , Xn
s ) ds+

n∑
i=1

∫ t

s=0

∂f

∂xi
(s,X1

s , · · · , Xn
s ) dXi

s

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∫ t

s=0

∂2f

∂xi∂xj
(s,X1

s , · · · , Xn
s ) d〈Xi, Xj〉s,

简记为 df(t,Xt) =
∂f
∂t
(t,Xt) dt+ ∂f

∂x
(t,Xt) dXt +

1
2
∂2f
∂x2 (t,Xt) d〈X,X〉t.

证明. 分划积分区间, 逐段作二阶 Taylor 展开, 对每个求和式推导依概率收敛.

例 7.7. 设 B 是标准 Brown 运动, X ∈ L∗
loc(B). 令 ζt :=

∫ t

0
X dB − 1

2

∫ t

0
X2

s ds, 则 Zt := eζt 满足
dZt = ZtXt dBt, 即 Zt = 1 +

∫ t

s=0
ZsXs dBs.

命题 7.8. 设 f ∈ C1,2([0,∞)×Rn;R). 对于连续半鞅 Y 和Xi, i = 1, 2, · · · , n,令 Zt := f(t,X1
t , · · · , Xn

t ),
则有 〈Z, Y 〉t =

∑n
i=1

∫ t

s=0
∂f
∂xi (s,X

1
s , · · · , Xn

s ) d〈Xi, Y 〉s.

定义 7.9 (Stratonovich 积分). 连续半鞅 Y 关于连续半鞅 X 的 Fisk–Stratonovich 积分为∫
Y ◦ dX :=

∫
Y dX + 1

2
〈Y,X〉.

命题 7.10. 设 X 和 Y 是连续半鞅, 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T , 则∫ T

0

Y ◦ dX = P- lim
m∑

k=1

Ytk−1
+ Ytk

2

(
Xtk −Xtk−1

)
(max

k
(tk − tk−1) → 0).

命题 7.11. 设 f ∈ C3(Rn;R). 对于连续半鞅 Xi, i = 1, 2, · · · , n, 有

f(X1
t , · · · , Xn

t ) = f(X1
0 , · · · , Xn

0 ) +
∑n

i=1

∫ t

s=0
∂f
∂xi (X

1
s , · · · , Xn

s ) ◦ dXi
s,

简记为 df(Xt) =
∂f
∂x

(Xt) ◦ dXt.

证明. 记 Zi
t :=

∂f
∂xi (X

1
t , · · · , Xn

t ), 则有 〈Zi, Xi〉t =
∑n

j=1

∫ t

s=0
∂2f

∂xi∂xj (X
1
s , · · · , Xn

s ) d〈Xj , Xi〉s.

习题 7.1 ([1] 3.3.3). 阅读 Itô 公式的证明.

习题 7.2 ([1]: 1.5.9, 1.5.10, 1.5.8). 掌握二次变差的放缩技巧.
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习题 7.3 (分部积分, [1] 3.3.12). 设 X 和 Y 是连续半鞅, 证明∫ t

0
X dY = XtYt −X0Y0 −

∫ t

0
Y dX − 〈X,Y 〉t.

证明. 应用 Itô 公式, 即得 XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
X dY +

∫ t

0
Y dX + 〈X,Y 〉t. ■

习题 7.4. 设 B = (Bt)t∈[0,1] 是标准 Brown 运动, X = (aBt)t∈[0,1], 其中 a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) 是常数.
证明 B 和 X 在 (C([0, 1]),BC([0,1])) 上诱导的测度相互奇异.

证明. 易见 X#P := PX−1 集中于 Aa := {w ∈ C([0, 1]) : limn→∞
∑2n

k=1|w(
k
2n
)− w(k−1

2n
)|2 = a2}. ■

8 Brown 运动的鞅刻画 (2021 年 10 月 25 日 +27 日)

定理 8.1 (Lévy). 设 X = (X1, · · · , Xn) = (X1
t , · · · , Xn

t )t≥0 是适应于 (Ft)t≥0 的零初值 (n 维) 连续
局部鞅, 且 〈Xi, Xj〉t = δijt, ∀t ≥ 0, ∀i, j ∈ {1, · · · , n}, 则 X 是 (Ft)-Brown 运动.

证明. 任取 A ∈ Fs 和 λ ∈ Rn, 考虑 φ(t) := E[e
√
−1λ·(Xt−Xs)1A], t ≥ s. 由 Itô 公式和 Fubini 定理可

得 φ(t)− φ(s) = − 1
2
|λ|2

∫ t

s
φ(u) du, 从而 φ′(t) = − 1

2
|λ|2φ(t), 解得 φ(t) = e− 1

2 |λ|
2(t−s)P(A).

定义 8.2 (符号函数). sgn := 1(0,∞) − 1(−∞,0]. 注意 sgn(0) = −1.

例 8.3. 设 B 是一维标准 Brown 运动, H 是循序可测过程, 则
∫

sgn(H) dB 是 Brown 运动.

证明. 〈
∫

sgn(H) dB〉t =
∫ t

s=0
sgn(Hs)

2 d〈B〉s =
∫ t

0
ds = t.

例 8.4 (分支过程). • 离散情形: Xn =
∑Xn−1

k=1 ξn,k, 其中 ξn,k ∼ (µ, σ2) 是 i.i.d. 随机变量. 易见

Xn −Xn−1 = (µ− 1)Xn−1 + σ
∑Xn−1

k=1 (ξn,k − µ)/σ.

• (Feller) 设 B1, · · · , Bn 是独立的标准 Brown 运动, 扩散过程 Xi 由 dXi
t = αXi

t dt+ σ
√
Xi

t dBi
t

定义, 则 S :=
∑n

i=1 X
i 满足

dSt = αSt dt+ σ
√
St dWt,

其中 W :=
∑n

i=1

∫ √
Xi/S dBi 是一维标准 Brown 运动.

证明. 〈W 〉t =
∑n

i=1

∑n
j=1

∫ t

u=0

√
Xi

uX
j
u

Su
d〈Bi, Bj〉u =

∑n
i=1

∫ t

0

Xi
u

Su
du =

∫ t

0
du = t.

定义 8.5 (Bessel 过程). 设 B = (B1, · · · , Bn) 是 n 维标准 Brown 运动, 则 R := |B| =
√∑n

i=1(B
i)2

称为 n 维 Bessel 过程.

命题 8.6. Bessel 过程具有 Markov 性.

命题 8.7. n ≥ 2 维 Bessel 过程 R = (Rt)t≥0 满足

dRt =
n− 1

2Rt

dt+ dWt,

其中 W :=
∑n

i=1

∫
(Bi/R) dBi 是一维标准 Brown 运动.

证明. 将平方根函数在 0 附近光滑化之后再应用 Itô 公式, 取极限即得 R 满足的随机微分方程. 另一
方面, 计算可得 〈W 〉t =

∑n
i=1

∫ t

0

(Bi
s)

2

R2
s

ds = t.
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命题 8.8 (扩散过程的首中概率). 设 ξ = (ξt)t≥0 满足 dξt = b(ξt) dt + σ(ξt) dBt, 其中 B 是一维标
准 Brown 运动, 则 P(ξτ = l | ξ0 = x) = S(r)−S(x)

S(r)−S(l)
, ∀l ≤ x ≤ r, 其中 τ := inf{t : ξt ∈ {l, r}}, 而

S(x) :=
∫ x e−

∫ y 2b(z)

σ(z)2
dz dy 是常微分方程

(
1
2
σ(x)2 d2

dx2 + b(x) d
dx
)
S(x) = 0 的解.

证明. 由 Itô 公式可知 (S(ξt))t≥0 是连续局部鞅, 停止于 τ 得到有界鞅, 故 ES(ξτ ) = ES(ξ0).

命题 8.9. n ≥ 2维 Bessel过程 R = (Rt)t≥0 满足 P{Rt > 0, ∀t > 0} = 1,即 inf{t > 0 : Rt = 0} a.s.
= ∞.

证明. 只需考虑 n = 2, 此时 logR 是局部鞅. 如果 R0 = r > 0, 应用可选停止定理并取极限. 如果
R0 = 0, 通过 Markov 性利用已有结果.

习题 8.1 ([1] 3.3.17). 设 B = (B1, B2, B3) 是零初值 3 维标准 Brown 运动, 定义 X :=
∏3

i=1 sgn(Bi
1).

证明 (B1, B2)、(B1, XB3) 和 (B2, XB3) 都是 2 维 Brown 运动, 但是 (B1, B2, XB3)不是 3 维 Brown
运动. 解释此例为何不违反 Brown 运动的鞅刻画.

证明. 由于 X ∼ Uniform({±1}) 独立于 (B1, B3), 可得 (B1, XB3) 是适应于 (FB1

t ∨ σ(X)∨FB3

t )t≥0

的 2 维标准 Brown 运动; 类似地, (B2, XB3) 是适应于 (FB2

t ∨ σ(X) ∨ FB3

t )t≥0 的 2 维标准 Brown
运动. 易见 B1

1B
2
1XB3

1 =
∏3

i=1|Bi
1| ≥ 0, 因而 (B1, B2, XB3) 不是 Brown 运动. 事实上, 不存在滤流使

(B1, B2, XB3) 成为局部鞅, 也就无法应用 Brown 运动的鞅刻画. ■

习题 8.2. 阅读应用随机分析 (2021) 第 6.5.2 小节: 一维扩散过程的自然尺度和速度测度.

习题 8.3 ([2] 命题 1.1). 掌握 Brown 运动的特征函数刻画.

9 鞅表示·Itô 积分 (2021 年 10 月 27 日)

例 9.1. 设 M = (Mt)t≥0 ∈ Mcts,loc, 存在循序可测过程 H = (Ht)t≥0 使得 〈M〉t =
∫ t

0
H2

s ds, ∀t. 若
H 严格大于零, 令 Bt :=

∫ t

s=0
H−1

s dMs, 则 B = (Bt)t≥0 是标准 Brown 运动, 且 M =
∫
H dB.

定义 9.2 (扩张). 概率空间 (Ω,F ,P) 扩张为 (Ω × Ω̃,F ⊗ F̃ ,P ⊗ P̃), 其中 (Ω̃, F̃ , P̃) 也是概率空间,
则随机变量 ω 7→ X(ω) 扩张为 (ω, ω̃) 7→ X(ω).

定理 9.3. 设 M = (M1, · · · ,Mn) 是 (n 维) 连续局部鞅, 每个互特征 〈M i,M j〉 都 a.s. 绝对连续,
则存在扩张概率空间上的 (n 维) 标准 Brown 运动 B = (B1, · · · , Bn) 和 (n × n 维) 循序可测过程
H = (H i

j)
1≤i≤n
1≤j≤n ∈ L∗

loc(B), 使得 M = M0 +
∫
H dB.

证明. 利用
√

d〈M,M〉t/dt 的谱分解, 通过扩张概率空间处理特征值为零的事件.

习题 9.1 ([1]: 3.3.21, 3.3.22, 3.4.2). 阅读证明.

习题 9.2. 设 (B1, B2) 是初值非零的 2 维 Brown 运动. 考虑 B1B2 与 log
(
(B1)2 + (B2)2

)
, 判断是否

是鞅; 如果不是, 判断是否是局部鞅.

解. 由 Itô 公式, 可得 B1B2 = B1
0B

2
0 +

∫
B2 dB1 +

∫
B1 dB2 和

log
(
(B1

·∧τn
)2+(B2

·∧τn
)2
)
= log

(
(B1

0)
2+(B2

0)
2
)
+

∫ ·∧τn

s=0

2B1
s

(B1
s )

2 + (B2
s )

2
dB1

s +

∫ ·∧τn

s=0

2B2
s

(B1
s )

2 + (B2
s )

2
dB2

s

是鞅,其中 τn := inf{t : (B1
t )

2+(B2
t )

2 ≤ [(B1
0)

2+(B2
0)

2]/2n} ↗ ∞ (a.s.),这也说明 log
(
(B1)2+(B2)2

)
是局部鞅. 而 E log

(
(B1

t )
2 + (B2

t )
2
)
≳ log t −−−→

t→∞
∞, 故 log

(
(B1)2 + (B2)2

)
不是鞅. ////
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随机分析

习题 9.3 (平方 Bessel 过程). 设 X = (Xt)t≥0 适合 dXt = n dt + 2
√
Xt dBt, 其中 n 是 > 1 整数,

B = (Bt)t≥0 是标准 Brown 运动. 令 τ0 := inf{t : Xt = 0}. 证明 P(τ0 = ∞|X0 = x) = 1, ∀x > 0.

证明. 记 S(x) :=
∫ x

y−n/2 dy 和 τx := inf{t : Xt = x}, 则对于充分大的 p 和 q, 命题8.8给出
P(τ 1

p
< τq |X0 = x) = S(q)−S(x)

S(q)−S( 1
p )

. 令 p ↗ ∞, 即得 P(τ0 < τq |X0 = x) = 0, 因为 n/2 ≥ 1. 再令
q ↗ ∞, 则有 τq ↗ τ∞, 从而 P(τ0 < τ∞ |X0 = x) = 0. 注意 τ∞

a.s.
= ∞, 因为 EXt = EX0 + nt < ∞. ■

习题 9.4 ([1] 3.3.23). 设 R = (Rt)t≥0 是 n 维 Bessel 过程, R0 = r > 0. 令 m := inft≥0 Rt. 证明:

1. 若 n = 2, 则 m
a.s.
= 0.

证明. 记 τx := inf{t : Rt = x}. 任取 a ∈ (0, r) 和 b ∈ (r,∞), 对 logRτa 应用可选停止定理, 可
得 P{τa < τb} log a + P{τa > τb} log b = E logRτa∧τb = log r, 进而 P{τa < τb} = log b−log r

log b−log a
. 令

b ↗ ∞, 则有 P{τa < ∞} = 1, 于是 m ≤ a (a.s.). 再令 a ↘ ∞, 即得 0 ≤ m ≤ 0 (a.s.). ■

2. 若 n ≥ 3, 则 P{m ≤ a} = (a/r)n−2, ∀a ∈ (0, r).

证明. 记 τx := inf{t : Rt = x}. 任取 a ∈ (0, r) 和 b ∈ (r,∞), 对 (R2−n)τa 应用可选停止定理,
可得 P{τa < τb}a2−n + P{τa > τb}b2−n = ER2−n

τa∧τb
= r2−n, 进而 P{τa < τb} = b2−n−r2−n

b2−n−a2−n . 令
b ↗ ∞, 则有 P{m ≤ a} = P{τa < ∞} = r2−n

a2−n = (a/r)n−2. ■

习题 9.5 ([1] 3.3.24). 设 R = (Rt)t≥0 是 n ≥ 3 维 Bessel 过程. 证明 P{limt→∞ Rt = ∞} = 1.

证明. 任取 K ∈ (0,∞), 只需证明 {lim inft→∞ Rt ≤ K} 是 P-零测集. 利用强 Markov 性, 习题9.4蕴涵
P(inft≥T Rt ≤ K |RT ) = (K/RT )

n−2 ∧ 1, ∀T ≥ 0. 进一步地, P{inft≥T Rt ≤ K} ≤ E(K/
√
TY )n−2, 其

中 Y ∼ χ2
n 满足 EY −n/2+1 < ∞. 令 T ↗ ∞, 即证所欲. ■

10 鞅表示·时间变换 (2021 年 11 月 3 日 +8 日)

例 10.1. 微分几何中曲线可以用弧长进行重参数化, 由此可知弧长在物理上是固有时.

定理 10.2 (Dambis–Dubins–Schwarz). 设M ∈ Mcts,loc 满足 〈M〉∞
a.s.
= ∞. 令 τs := inf{t : 〈M〉t > s},

则 Bs := Mτs 是关于滤流 Gs := Fτs 的标准 Brown 运动. 进一步地, P{Mt = B⟨M⟩t , ∀t} = 1.
考虑一般的 M ∈ Mcts,loc, 允许 P{〈M〉∞ < ∞} > 0, 那么存在扩张概率空间上的 Brown 运动 β,

使得 Bs := Mτs1{s<⟨M⟩∞} + (M∞ + βs−⟨M⟩∞)1{s≥⟨M⟩∞} 为标准 Brown 运动.

例 10.3. 设 B = B1 +
√
−1B2 是复 Brown 运动, f 是全纯函数. 令 τs := inf{t :

∫ t

0
|f ′(Br)|2 dr > s},

则 f(Bτ•) 是复 Brown 运动.

证明. 对 M := f(B) 应用 Itô 公式: 由 f 调和可得 M 是连续局部鞅, 由 Cauchy–Riemann 方程可得
d〈ReM〉t = d〈ImM〉t = |f ′(Bt)|2 dt 和 〈ReM, ImM〉 = 0. ([5] 7.18)

例 10.4. 为了证明 Xn
d−→ N (0, 1), 可尝试构造 M (n) ∈ Mcts,loc 适合 M

(n)
1 = Xn. 存在零初值标准

Brown 运动 B(n) 使得 M (n) = B
(n)

⟨M(n)⟩•
, 因此只需 〈M (n)〉1 → 1.

习题 10.1. 设 B 是一维标准 Brown 运动, H ∈ L∗
loc(B). 证明: 若 〈

∫
H dB〉· = f(·) 是严格单调递增

的非随机函数, 则
∫
H dB 是独立增量过程, 并且

∫ t

u=s
Hu dBu ∼ N (0, f(t)− f(s)), ∀t > s.

证明. 由 DDS 定理10.2可知 W :=
∫ f−1(·)
0

H dB 是指标集为 [0, f(∞)) 的标准 Brown 运动, 从而∫
H dB = Wf(·) 具有独立增量, 并且

∫ t

u=s
Hu dBu = Wf(t) −Wf(s) ∼ N (0, f(t)− f(s)). ■
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随机分析

习题 10.2. 构造连续局部鞅 (Mt)t∈[0,1] 使其特征为 Cantor 函数 c.

解. 设 B 为标准 Brown 运动, 则 M := Bc(·) 即为所求. ////

习题 10.3 ([3]: V.1.6, V.1.7). 阅读 DDS 定理的证明.

习题 10.4 ([3] V.1.8). 阅读证明: 设M 是连续局部鞅, 则 {〈M〉∞ < ∞} a.s.
= {limt→∞ Mt 存在且有限},

在 {〈M〉∞ = ∞} 上有 lim supt→∞ Mt
a.s.
= ∞ 和 lim inft→∞ Mt

a.s.
= −∞.

习题 10.5 ([3] V.1.15). 设 M 是连续局部鞅, 证明在 {〈M〉∞ = ∞} 上有

lim sup
t→∞

Mt/
√
2〈M〉t log log〈M〉t

a.s.
= 1.

证明. 通过 DDS 定理化为 Brown 运动的重对数律. ■

习题 10.6 ([3] V.1.20). 设 X 是连续半鞅, m 是 Lebesgue 测度. 证明

m{t ≥ 0 : lim sup
ε↘0

ε−α|Xt+ε −Xt| > 0} a.s.
= 0, ∀α ∈ (0, 1/2).

证明. 有限变差函数可导所以只需考虑 X 的局部鞅成分, 接下来通过 DDS 定理化为 Brown 运动的
Hölder 连续性, 其中用到 〈X〉t 关于 t 几乎处处可导. ■

习题 10.7 (被积过程不是局部平方可积则无法得到良定义的 Itô 积分, [1] 3.4.11). 设 W 是标准
Brown 运动, X 是可测适应过程, P{

∫ t

0
X2

s ds < ∞} = 1, ∀t ∈ [0, 1). 证明在 {
∫ 1

0
X2

s ds = ∞} 上
有 lim supt↗1

∫ t

s=0
Xs dWs

a.s.
= ∞ 和 lim inft↗1

∫ t

s=0
Xs dWs

a.s.
= −∞.

证明. 令 Mt :=
∫ t/(1+t)

s=0
Xs dWs, 则 〈M〉t =

∫ t/(1+t)

0
X2

s ds. 由 DDS 定理可得标准 Brown 运动 B, 使
得 M = B⟨M⟩• , 进而

∫ t

s=0
Xs dWs = Mt/(1−t) = B⟨M⟩t/(1−t)

= B∫ t
0
X2

s ds. ■

习题 10.8 ([1] 3.4.12). 考虑连续半鞅 X = x+M +A, 其中初值 x ∈ R 给定, M ∈ Mcts,loc, 且 A 是
有限变差连续过程. 设存在常数 ρ > 0 使得 a.s. 成立 |At| ∨ 〈M〉t ≤ ρt, ∀t ≥ 0. 证明对固定的 T > 0

和充分大的 n, 有 P{maxt∈[0,T ]|Xt| ≥ n} ≤ exp(− n2

18ρT
).

证明. 由 DDS定理可得零初值标准 Brown运动 B 使得M = B⟨M⟩• . 记m := n−|x|−ρT ,依题设可知
{maxt∈[0,T ]|Xt| ≥ n} ⊂ {maxt∈[0,T ]|Mt| ≥ m} ⊂ {maxt∈[0,ρT ]|Bt| ≥ m}. 注意 maxt∈[0,ρT ] Bt

d
= |BρT |,

于是 P{maxt∈[0,T ]|Xt| ≥ n} ≤ 2P{|BρT | ≥ m} = 4P{BρT ≥ m} = 4(1− Φ( m√
ρT

)), 其中标准正态分布
函数 Φ(z) :=

∫ z

−∞
1√
2π

exp(−u2

2
) du 满足

√
2π(1− Φ(z)) ≤ 1

z
exp(− z2

2
), ∀z > 0. ■

命题 10.5 (换元积分). 承定理10.2, 设 X ∈ L∗
loc(M), 令 Ys := Xτs1{s<⟨M⟩∞}, 则 Y ∈ L∗

loc(B), 且∫
X dM =

∫ ⟨M⟩•
0

Y dB, 等价地有
∫ τ•
0

X dM =
∫
Y dB.

定理 10.6 (Knight). 设 M = (M1, · · · ,Mn) 是 (n 维) 连续局部鞅, 〈M i〉∞ = ∞ 且 〈M i,M j〉 = 0,
∀i 6= j. 令 τ i

s := inf{t : 〈M i〉t > s}, 则 Bi
s := M i

τ i
s
是 n 个独立的一维标准 Brown 运动.

11 鞅表示·Brown 泛函 (2021 年 11 月 8 日 +10 日)

设 B = (B1, · · · , Bn) 是 (n 维) 标准 Brown 运动, 其自然滤流进行通常化扩张得到 (Ft)t≥0.

定理 11.1. 任取M ∈ M2,存在唯一的 (n维)过程H = (H i)1≤i≤n ∈ L∗(B),使得M =
∑n

i=1

∫
H i dBi.

特别地, M2 = M2
cts.
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推论 11.2. 任取 ξ ∈ L2(F∞), 存在唯一的 (n 维) 过程 H = (H i)1≤i≤n ∈ L∗
∞(B), 使得

ξ = E[ξ|F0] +
∑n

i=1

∫∞
0

H i dBi.

例 11.3 (Clark–Ocone 公式). 当 n = 1 时, 对于 f ∈ W 1,2(N (0, 1)), 令 u(t, x) := E[f(BT ) |Bt = x].
将 Kolmogorov 向后方程 ∂u

∂t
+ 1

2
∂2u
∂x2 = 0 代入 Itô 公式, 可得

f(BT ) = u(T,BT ) = u(0, B0) +

∫ T

t=0

∂u

∂x
(t, Bt) dBt = E[f(BT )|F0] +

∫ T

t=0

E[f ′(BT )|Ft] dBt.

习题 11.1 ([1]: §3.4.D, §3.4.E; [2] §1.11). 阅读.
注意 Itô 积分表示的唯一性需要平方可积条件, 否则有反例

∫ 1

s=0
1{s≤τ}(1− s)−1/2 dBs

a.s.
= 0, 其中

(Bs)s∈[0,1] 是一维标准 Brown 运动, τ := inf{t > 1/2 :
∫ t

s=0
(1− s)−1/2 dBs = 0}.

习题 11.2. 设 B = (Bt)t≥0 是零初值标准 Brown 运动, (Ft)t≥0 是自然滤流 (FB
t )t≥0 的通常化扩张.

求 H = (Ht)t≥0 ∈ L∗(B) 使得 B3
1 =

∫ 1

0
H dB.

解. 根据 Clark–Ocone 公式, 应取 Ht = 3E[B2
1 |Ft] = 3(B2

t − t+ 1), t ∈ [0, 1]. ////

习题 11.3 ([3] V.3.16). 设 B = (Bt)t≥0 是标准 Brown 运动, ϕ : R → R 是有界的可测函数. 显式求
出 e

∫ T
0

ϕ(Bs) ds 的 Itô 积分表示, 其中 T 固定. (类似 Feynman–Kac 公式)

解. 考虑 Mt := v(t, Bt) e
∫ t
0
ϕ(Bs) ds, t ∈ [0, T ], 其中 v ∈ C1,2([0, T ]× R;R) 待定. 由 Itô 公式,

dMt = e
∫ t
0
ϕ(Bs) ds dv(t, Bt) + v(t, Bt) de

∫ t
0
ϕ(Bs) ds + d〈v(t, Bt), e

∫ t
0
ϕ(Bs) ds〉

= e
∫ t
0
ϕ(Bs) ds

[(∂v
∂t

+
1

2

∂2v

∂x2
+ ϕ(Bt)v

)
(t, Bt) dt+ ∂v

∂x
(t, Bt) dBt

]
.

存在唯一的 v 满足 ∂v
∂t

+ 1
2
∂2v
∂x2 + ϕv = 0 和 v(T, ·) ≡ 1, 进而

e
∫ T
0

ϕ(Bs) ds = MT = M0 +
∫ T

0
dM = v(0, B0) +

∫ T

0
H dB,

其中 Ht := e
∫ t
0
ϕ(Bs) ds ∂v

∂x
(t, Bt), t ∈ [0, T ]. ////

12 Wiener 混沌分解 (2021 年 11 月 10 日 +17 日)

定义 12.1 (随机指数). 连续半鞅 X = (Xt)t≥0 的 Doléans-Dade 指数为 E(X) := (eXt−X0− 1
2 ⟨X⟩t)t≥0.

命题 12.2. 设 X 是连续半鞅, 则 Y = Y0E(X) 是随机微分方程 dYt = Yt dXt 的唯一解.

推论 12.3. 设 M 是连续局部鞅, 则 E(M) 是初值为 1 的连续局部鞅, 并且是上鞅. (Z 定理13.8)

定义 12.4 (Hermite 多项式). Hn(x) := Hn(x, 1), Hn(x, y) :=
∂n

∂λn

∣∣
λ=0

eλx− 1
2λ

2y, n = 0, 1, 2, 3, · · · .

例 12.5. 设 X 是零初值连续半鞅, 则 E(λX)t =
∑∞

n=0
λn

n!
Hn(Xt, 〈X〉t), t ≥ 0, λ ∈ R.

特别地, M ∈ Mcts,loc =⇒ Hn(M, 〈M〉) = ∂n

∂λn

∣∣
λ=0

E(λM) ∈ Mcts,loc, ∀n ≥ 1.

命题 12.6. • Hn(x, y) = Hn(x/
√
y) yn/2.

• Hn(x) = (−1)ne x2

2
dn

dxn e− x2

2 = e− 1
2 (

d
dx )2xn.

• H ′
n(x) = nHn−1(x).
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随机分析

• Hn+1(x) = xHn(x)−H ′
n(x).

•
∫∞
−∞ Hm(x)Hn(x)

1√
2π

e−x2/2 dx = n! δmn.

命题 12.7. 设 X 是零初值连续半鞅,则 Hn(Xt, 〈X〉t) = n!
∫ t

tn=0

∫ tn
tn−1=0

· · ·
∫ t2
t1=0

dXt1 . . . dXtn−1
dXtn .

证明. 因为 ( ∂
∂y

+ 1
2

∂2

∂x2 )Hn(x, y) = 0, 由 Itô 公式可得 dHn(Xt, 〈X〉t) = nHn−1(Xt, 〈X〉t) dXt.

定理 12.8 (Wiener–Itô). 考虑样本空间 Ω := C([0, T ];R), 配备 Wiener 测度 PW , 从而有零初值标准
Brown 运动 W : (t, w) ∈ [0, T ]× Ω 7→ Wt(w) := w(t) ∈ R. 此时成立正交分解

L2(PW ) =
⊕∞

n=0 H
⊗symn,

其中 H⊗symn := span{Hn(
∫ T

0
h dW ) : h ∈ L2([0, T ]), ‖h‖ = 1} 称为 n 阶 Wiener 混沌.

证明. 借助特征函数可得 E(
∫
hdW )T ∈

⊕∞
n=0 H

⊗symn 张成的线性子空间在 L2(PW ) 中稠密.

习题 12.1 ([1] 3.3.31). 验证 Hermite 多项式的性质.

13 测度变换 (2021 年 11 月 17 日 +22 日)

例 13.1. 考虑独立的 Xi ∼
P

N (µi, 1), i = 1, 2, · · · , n. 通过

dP̃/dP = e−
∑n

i=1 µiXi+
1
2

∑n
i=1 µ2

i = e−
∑n

i=1 µi(Xi−µi)− 1
2

∑n
i=1 µ2

i

定义 P̃, 则有 Xi
i.i.d.∼̃
P

N (0, 1).

定理 13.2 (Girsanov). 设 M ∈ Mcts,loc(P), 并且 E(M) 是 P-鞅, 则存在唯一的概率测度 P̃ 适合

dP̃/dP
∣∣
Ft

= E(M)t = eMt− 1
2 ⟨M⟩t , ∀t ≥ 0,

([1] 3.5.20; [2] 定理 2.12) 此时任取 N ∈ Mcts,loc(P) 都有 N − 〈N,M〉 ∈ Mcts,loc(P̃).
特别地, X 是 P-连续半鞅当且仅当 X 是 P̃-连续半鞅, 并且其特征 〈X〉 不依赖概率测度的选取.

注 13.3. 在 F∞ 上 P 关于 P̃ 绝对连续; 事实上, dP/dP̃
∣∣
Ft

= e−Mt+
1
2 ⟨M⟩t = E(〈M〉 −M)t, ∀t ≥ 0.

推论 13.4. 承定理13.2, 若 B 是 P-Brown 运动, 则 B − 〈B,M〉 是 P̃-Brown 运动.

定理 13.5 (Cameron–Martin). 设 B 是 P-标准 Brown 运动, H = (Ht)t≥0 ∈ L∗
loc(B), 且

dP̃/dP
∣∣
Ft

= E(
∫
H dB)t = e

∫ t
0
H dB− 1

2

∫ t
0
H2

s ds (t ≥ 0)

是 P-鞅, 则
(
Bt −

∫ t

0
Hs ds

)
t≥0
是 P̃-标准 Brown 运动. 上述结果不难推广至多维.

例 13.6. 设 (Bt)t∈[0,T ]是零初值标准 Brown运动, f : [0, T ] → R绝对连续, f(0) = 0且 f ′ ∈ L2([0, T ]).
任取 ε > 0, 有 P{maxt∈[0,T ]|Bt − f(t)| < ε} > 0.

证明. 在定理13.5中取 Ht := f ′(t), 即得与 P 相互绝对连续的 P̃, 使 B̃t := Bt − f(t) = Bt −
∫ t

0
f ′(s) ds

成为 P̃-Brown 运动. 此时, 只需 P̃{maxt∈[0,T ]|B̃t| < ε} > 0.

类似地,多维 Brown运动以正概率近似向量值光滑函数.
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例 13.7 (Brown运动首中时). 设 (Bt)t≥0 是零初值标准 Brown 运动, Tb := inf{t ≥ 0 : Bt = b}, b ∈ R.
熟知 P{Tb ∈ dt} = |b|√

2πt3
e− b2

2t dt 和 E e−aTb = e−|b|
√
2a, a ≥ 0. 下面考虑

T
(µ)
b := inf{t ≥ 0 : Bt + µt = b},

其中 µ ∈ R 是漂移系数. 定义概率 P̃ 适合 dP̃/dP
∣∣
Ft

= Zt := eµBt− 1
2µ

2t, ∀t ≥ 0, 则 (Bt − µt)t≥0 是
零初值 P̃-标准 Brown 运动. 故

P{T (µ)
b ≤ t} = P̃{Tb ≤ t} = E

[
Zt1{Tb≤t}

]
= E

[
ZTb

1{Tb≤t}
]
= eµb E

[
e− 1

2µ
2Tb1{Tb≤t}

]
,

进而有 P{T (µ)
b < ∞} = eµb−|µb| 和 P{T (µ)

b ∈ dt} = eµb− 1
2µ

2t P{Tb ∈ dt} = |b|√
2πt3

e− (b−µt)2

2t dt.

定理 13.8. 设 M = (Mt)t∈[0,T ] ∈ Mcts,loc, 其中 T ∈ [0,∞] 固定, 则下述条件满足 (1) ⇒ (2) ⇒ (3).

(1) E e 1
2 ⟨M⟩T < ∞. (Novikov)

(2) sup停时 τ≤T E e 1
2Mτ < ∞, 从而 M ∈ M2. (Kazamaki)

(3) E(M) = (eMt− 1
2 ⟨M⟩t)t∈[0,T ] 是 (一致可积) 鞅.

习题 13.1 ([1] §3.5; [2] §1.10). 阅读.

习题 13.2 ([2] 引理 1.9). 证明: 适应于滤流 (Ft)t≥0 的上鞅 (Xt)t≥0 是鞅当且仅当 EXt 不依赖 t.

证明. 随机变量 a.s. 不等式取等当且仅当两端期望相等. ■

习题 13.3 ([1] 3.5.18, [3] VIII.1.24). 设 B = (Bt)t∈[0,1] 是零初值标准 Brown 运动, 定义停时 τ :=

inf{t : t+B2
t = 1} 和随机过程 X = (Xt)t∈[0,1), 其中 Xt := −2(1− t)−2Bt1{t≤τ}.

1. 证明 a.s. 有 τ < 1, 从而
∫ 1

0
X2

t dt < ∞.

证明. 由轨道连续性易见 τ ≤ 1, 且

P{τ = 1} ≤ P{max
t≤1−δ

(t+B2
t ) < 1} ≤ P{B2

1−δ < δ} −−→
δ↘0

0.

而 X2
t = 4(1− t)−4B2

t 1{t≤τ} ≤ 4(1− t)−3
1{t≤τ}, 所以

∫ 1

0
X2

t dt ≤ 4
∫ τ

0
(1− t)−3 dt < ∞ a.s.. ■

2. 对 ((1− t)−2B2
t )t∈[0,1) 应用 Itô 公式, 得出∫ 1

0
X dB − 1

2

∫ 1

0
X2

t dt = −1− 2
∫ τ

0
[(1− t)−4 − (1− t)−3]B2

t dt ≤ −1.

证明. 直接计算, d((1− t)−2B2
t ) = (2(1− t)−3B2

t + (1− t)−2) dt+ 2(1− t)−2Bt dBt, 从而∫ 1

0
X dB = −2

∫ τ

t=0
(1− t)−2Bt dBt =

∫ τ

0
(2(1− t)−3B2

t + (1− t)−2) dt− (1− τ)−2B2
τ

= 2
∫ τ

0
(1− t)−3B2

t dt+ [
XXXXX(1− τ)−1 − 1]−((((((((

(1− τ)−2(1− τ).

结合 1
2

∫ 1

0
X2

t dt = 2
∫ τ

0
(1− t)−4B2

t dt 即得所求. ■

3. 证明指数上鞅 Z := E(
∫
X dB) = (e

∫ t
0
X dB− 1

2

∫ t
0
X2

s ds)t∈[0,1] 不是鞅, 而 Zσn = (Zt∧σn
)t∈[0,1] 是鞅,

其中 σn := 1− 1√
n

, n ∈ {1, 2, 3, · · · }.

证明. 由于 Z1 ≤ e−1 < 1 = Z0, 可见 Z 不是鞅. 记 M :=
∫
X dB, 则 Zσn = E(Mσn). 因为

〈Mσn〉1 = 〈M〉σn
=

∫ σn

0
X2

t dt ≤ 4
∫ σn

0
(1− t)−3 dt = 2[(1− σn)

−2 − 1] = 2n− 2 < ∞,

可见 Novikov 条件成立, 故 Zσn 是鞅. ■
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随机分析

习题 13.4 ([3] VIII.1.23). 设 B = (Bt)t≥0 是零初值标准 Brown 运动, τ 是满足 E e 1
2 τ < ∞ 的停时.

证明 E eBτ− 1
2 τ = 1.

证明. 停止 Brown 运动 Bτ = (Bt∧τ )t∈[0,∞] 的特征为 〈Bτ 〉 = (t ∧ τ)t∈[0,∞], 依题意满足 Novikov 条件.
由此立得 E(Bτ ) = (eBt∧τ− 1

2 (t∧τ))t∈[0,∞] 是一致可积鞅, 从而 E eBτ− 1
2 τ = E E(Bτ )∞ = 1. ■

习题 13.5 ([3] VIII.1.36). 考虑样本空间 Ω := C([0, 1];R),配备Wiener测度 P和自然滤流 (Ft)t∈[0,1].
取定有界可料过程 b = (bt)t∈[0,1]. 对于 ω ∈ Ω, 置 dP̃(ω) := e

∫ 1
0
bt(ω) dω(t)− 1

2

∫ 1
0
bt(ω)2 dt dP(ω) 和

θ(ω) : t ∈ [0, 1] 7→ ω(t)−
∫ t

0
bs(ω) ds ∈ R.

证明: 若 (Mt)t∈[0,1] 是 P-(局部) 鞅, 则 (Mt ◦ θ)t∈[0,1] 是 P̃-(局部) 鞅.
例如, 若 u ∈ C1,2([0, 1]× R;R) 满足 ∂u

∂t
+ 1

2
∂2u
∂x2 = 0, 则

(
u(t, θ(·)(t))

)
t∈[0,1]

是 P̃-(局部) 鞅.

证明. 利用局部鞅表示定理 ([3] V.3.4), 存在常数 C 和局部平方可积可料过程 (Hs)s∈[0,1], 使得

Mt(ω) = C +
∫ t

0
Hs(ω) dω(s).

由于 θ 是可测双射, (Hs ◦ θ)s∈[0,1] 仍是局部平方可积可料过程. 根据 Girsanov 定理,
(
θ(·)(t)

)
t∈[0,1]

是
P̃-Brown 运动, 因此

Mt ◦ θ(ω) = C +
∫ t

0
Hs ◦ θ(ω) dθ(ω)(s)

是 P̃-局部鞅. 接下来只需说明可积性. 易见 P̃θ−1 = P, 因而
∫
|Mt ◦ θ| dP̃ =

∫
|Mt| dP. ■

命题 13.9 (Wiener 测度 (平移) 拟不变性). 考虑样本空间 Ω := C([0, T ];R), 配备 Borel 代数 B 和
Wiener 测度 P, 从而有零初值标准 Brown 运动 W : (t, w) ∈ [0, T ]× Ω 7→ Wt(w) := w(t) ∈ R. 令

W (εh) : (t, w) ∈ [0, T ]× Ω 7→ W
(εh)
t (w) := w(t)− ε

∫ t

0
h(s) ds ∈ R,

其中 h ∈ L2([0, T ]), ε ∈ (−1, 1), 则对 A ∈ B 有 P{W ∈ A} = 0 ⇐⇒ P{W (εh) ∈ A} = 0.

证明. 利用定理13.5可得与 P 相互绝对连续的 P̃ε, 使 W (εh) 成为零初值 P̃ε-标准 Brown 运动.

特别地, 对于 Ω 上的可测函数 F 和 G, 如果 F (W )
a.s.
= G(W ), 那么 F (W (εh))

a.s.
= G(W (εh)).

命题 13.10 (Malliavin导数). DhF (W ) := ∂
∂ε

∣∣
ε=0

F (W (−εh))满足 E
[
DhF (W )

]
= E

[
F (W )

∫ T

t=0
h(t) dWt

]
.

证明. 在 P 下, F (W (−εh))− F (W )
d
= F (W )(dP̃ε

dP − 1), 且 ∂
∂ε

∣∣
ε=0

dP̃ε

dP =
∫ T

t=0
h(t) dWt.

更多内容可参看 M. Hairer. (2021+). Introduction to Malliavin Calculus.

14 局部时·动机 (2021 年 11 月 22 日)

例 14.1. 在例13.6中, dP̃/dP = e
∫ T
t=0

f ′(t) dBt− 1
2

∫ T
0

f ′(t)2 dt. 我们有

P{maxt∈[0,T ]|Bt − f(t)| < ε}
P{maxt∈[0,T ]|Bt| < ε}

=
P{maxt∈[0,T ]|B̃t| < ε}
P̃{maxt∈[0,T ]|B̃t| < ε}

−−→
ε↘0

dP
dP̃

∣∣∣∣
{B̃≡0}

= e− 1
2

∫ T
0

f ′(t)2 dt.

例 14.2. 设 B = (Bt)t≥0 是 (n 维) 标准 Brown 运动. 若 B0 = 0, 则 B
d
= (εBt/ε2)t≥0, ∀ε > 0. 于是

P( max
t∈[0,T ]

|Bt| < ε |B0 = 0) = P( max
t∈[0,T/ε2]

|Bt| < 1 |B0 = 0) = P(σ > T/ε2 |B0 = 0),

其中 σ := inf{t : |Bt| ≥ 1}. 令 u(t, x) := E[f(Bt)1{σ>t} |B0 = x], 其中 f 定义于 {x ∈ Rn : |x| < 1}.
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随机分析

可得 ∂u
∂t

= 1
2
∆xu, t ≥ 0, |x| < 1,

u|t=0 = f, u||x|=1 = 0.

设 ϕn 是 − 1
2
∆ 的特征函数:  1

2
∆xϕn + λnϕn = 0, |x| < 1,

ϕn||x|=1 = 0.

则有 u(t, x) =
∑∞

n=1 e−λntϕn(x)
∫
|y|<1

ϕn(y)f(y) dy, 其中 0 < λ1 < λ2 < . . . . 特别地, 当 ε ↘ 0 时,

P(σ > T/ε2 |B0 = 0) =
∑∞

n=1 e−λnT/ε2ϕn(0)
∫
|y|<1

ϕn(y) dy ∼ e−λ1T/ε2ϕ1(0)
∫
|y|<1

ϕ1(y) dy.

A 参看 N. Ikeda; S. Watanabe. (1989). Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes (2nd ed.). §6.9.

例 14.3 (Brown 局部时). 对于一维标准 Brown 运动 B = (Bt)t≥0, Lévy 证明了 a.s. 存在有限的

La
t (B) := lim

ε↘0

1

2ε

∫ t

0

1{|Bs−a|<ε} ds, t ≥ 0, a ∈ R.

形式上, La
t (B) =

∫ t

0
δa(Bs) ds, 从而适用于非光滑分析.

习题 14.1 ([2] §4.5). 阅读.

习题 14.2. 设 g ∈ C1(R;R) 在有限个点外二阶连续可微, g′′ 在不连续处左右极限存在, 并且 g′′ 有界.
对于一维标准 Brown 运动 (Bt)t≥0, 证明 g(Bt) = g(B0) +

∫ t

0
g′(B) dB + 1

2

∫ t

0
g′′(Bs) ds.

证明. 用磨光子 jε :=
1
ε
j( ·

ε
) 与 g 作卷积得到光滑函数 g ∗ jε, 应用 Itô 公式然后令 ε ↘ 0. ■

15 局部时·Tanaka 公式 (2021 年 11 月 24 日)

例 15.1. 设 B = (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动, 则

|Bt − a| = |B0 − a|+
∫ t

0
sgn(B − a) dB + La

t (B), t ≥ 0, a ∈ R.

证明. 对 gε(B) = |B − a|1{|B−a|≥ε} + ( (B−a)2

2ε
+ ε

2
)1{|B−a|<ε} 应用习题14.2, 然后令 ε ↘ 0.

类似地,

(Bt − a)+ = (B0 − a)+ +
∫ t

0
1(a,∞)(B) dB + 1

2
La

t (B),

(Bt − a)− = (B0 − a)− −
∫ t

0
1(−∞,a](B) dB + 1

2
La

t (B).

定理 15.2 (Tanaka). 设 X = (Xt)t≥0 是一维连续半鞅, a ∈ R, 则存在增过程 La(X) = (La
t (X))t≥0,

使得对任意 t ≥ 0 成立


(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +

∫ t

0
1(a,∞)(X) dX + 1

2
La

t (X),

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
1(−∞,a](X) dX + 1

2
La

t (X),

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0
sgn(X − a) dX + La

t (X).

定义 15.3 (局部时). 定理15.2中 La(X) 称为 X 在水平 a 处的局部时, 且

注 15.4. (t, ω, a) 7→ La
t (X)(ω) 是 (P ⊗ BR)/B[0,∞) 可测的; 特别地, La(X) 可料, ∀a ∈ R.

命题 15.5. 连续半鞅 X 的局部时 t 7→ La
t (X) 生成的 Lebesgue–Stieltjes 测度支撑于 {t : Xt = a}.

证明. 对 (X − a)2 = |X − a|2 两端分别应用 Itô 公式, 可得
∫ T

t=0
|Xt − a| dLa

t (X) = 0, ∀T > 0.
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随机分析

定理 15.6 (Itô–Tanaka–Meyer). 设 X = (Xt)t≥0 是连续半鞅, f 是凸函数, f ′
− 是 f 的左导数, 则

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′
−(X) dX +

1

2

∫
R
La

t (X) df ′
−(a), t ≥ 0.

命题 15.7. 若 X = (Xt)t≥0 是连续半鞅, 则 La
t (X) 关于 t 连续且关于 a 右连左极.

进一步地, 若 M = (Mt)t≥0 是连续鞅, 则 La
t (M) 关于 t 和 a 均连续.

定理 15.8 (占位时). 设 X = (Xt)t≥0 是连续半鞅, g : R → R 是有界可测函数, 则∫ t

s=0
g(Xs) d〈X〉s =

∫
R g(a)L

a
t (X) da, ∀t ≥ 0.

推论 15.9. 连续半鞅 X = (Xt)t≥0 的局部时满足 La
t (X) = limε↘0

1
ε

∫ t

s=0
1[a,a+ε)(Xs) d〈X〉s.

进一步地, 连续鞅 M = (Mt)t≥0 的局部时满足 La
t (M) = limε↘0

1
2ε

∫ t

s=0
1(a−ε,a+ε)(Ms) d〈M〉s.

习题 15.1 ([2]: §2.8, §2.9; [1]: §3.6, §3.7). 阅读. 注意 [1] 中的局部时额外乘了系数 1
2
.

习题 15.2 ([2] 引理 2.26; [1]: 3.6.12, 3.7.7). 阅读证明 Fubini 型定理:
设 M = (Mt)t≥0 ∈ M2

loc, µ 是 (R,BR) 上 σ-有限测度, (Φx
t )

x∈R
t≥0 是随机场, 且 (t, ω, x) 7→ Φx

t (ω)

是 (P ⊗ BR)/BR 可测的. 若存在 f ∈ L1(µ) 使得 ∀x ∈ R 都有 supt,ω|Φx
t (ω)| ≤ f(x), 且 ∀T ≥ 0 都

有 (ω, x) 7→
∫ T

t=0
Φx

t dMt 可测, 则
( ∫

R Φ
x
t dµ(x)

)
t≥0

∈ L∗
loc(M), 且∫ T

t=0

(∫
R
Φx

t dµ(x)
)

dMt =

∫
R

(∫ T

t=0

Φx
t dMt

)
dµ(x), T ≥ 0.

习题 15.3. 证明连续有限变差过程 X = (Xt)t≥0 的局部时恒为零.

证明.
∫ t

0
sgn(X − a) dX =

∫ t

s=0
sgn(Xs − a) dXs =

∫ t

s=0
d|Xs − a| = |Xt − a| − |X0 − a|, ∀a ∈ R. ■

局部时·应用 (2021 年 12 月 1 日)

引理 15.10 (Skorokhod). 设 y : [0,∞) → R 连续, y(0) ≥ 0, 则存在唯一的 x : [0,∞) → [0,∞) 和
a : [0,∞) → [0,∞), 使得 x = y + a, 且 a 零初值、连续、递增、生成的 Lebesgue–Stieltjes 测度支撑
于 {t : x(t) = 0}. 事实上, a(t) = 0 ∨ maxs∈[0,t]{−y(s)}.

Credit: Y.-F. Chen

推论 15.11. 设 B 是零初值一维标准 Brown运动, 则 L0
t (B) = maxs∈[0,t] βs, 其中 β := −

∫
sgn(B) dB

也是零初值一维标准 Brown 运动 (例8.3).

定理 15.12 (Lévy). 设 B = (Bt)t≥0 是零初值一维标准 Brown 运动, Mt := maxs∈[0,t] Bs, 则

(Mt −Bt,Mt)t≥0
d
= (|Bt|, L0

t (B))t≥0.

16 随机微分方程 (2021 年 12 月 1 日)

设 B = (Bt)t≥0 是 (n 维) 标准 Brown 运动, 考虑 (m 维) 扩散过程 X = (Xt)t≥0 满足

dXt = b(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dBt, (SDE)
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其中称 b = (bi)1≤i≤m : [0,∞)× Rm → Rm 为漂移系数, σ = (σi
j)

1≤i≤m
1≤j≤n : [0,∞)× Rm → Rm×n 为弥散

系数. 定义 a = (aik)1≤i,k≤m := σσ⊤ = (
∑n

j=1 σ
i
jσ

k
j )

1≤i,k≤m : [0,∞)× Rm → Rm×m, 称为扩散系数.

定义 16.1 (强解). 连续适应随机过程 X = (Xt)t≥0 称为(SDE)的强解, 若

• (b(t,Xt))t≥0 ∈ L1
loc([0,∞)) := {适应 (Zt)t≥0 : (t 7→ Zt) ∈ L1

loc([0,∞)) a.s.},

• (σ(t,Xt))t≥0 ∈ L∗
loc(B) = {循序可测 (Zt)t≥0 : (t 7→ Zt) ∈ L2

loc([0,∞)) a.s.}, 且

• Xt = X0 +
∫ t

0
b(s,Xs) ds+

∫ t

s=0
σ(s,Xs) dBs, t ≥ 0.

定义 16.2 (轨道 (强) 唯一性). 关于(SDE)的强唯一性成立, 若初值给定的任意两个强解不可区分.

例 16.3. 一维SDE dXt = b(t,Xt) dt+ dBt 有强唯一性, 若 b 有界且 ∀t ≥ 0 都有 b(t, ·) 递减.

定理 16.4. 考虑(SDE). 若 b 和 σ 满足

• (全局 Lipschitz 条件) |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≲ |x− y|, 和

• (线性增长条件) |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≲ |x|+ 1,

则任给 ξ ∈ L2(F0), 存在强解 X = (Xt)t≥0 使之初值为 X0 = ξ. 任取 T ∈ [0,∞), 有

log‖Xt‖L2(P) ≲L(b,σ),T t+ 1 + log(1 + ‖ξ‖L2(P)), t ∈ [0, T ],

其中 L(b, σ) 表示 (b, σ) 的 Lipschitz 常数和线性增长率.

证明. 用 Picard 迭代构造解, 用 Gronwall 不等式给出二阶矩的估计.

习题 16.1 ([1]: §5.1, §5.2; [2] §3.1). 阅读; 注意强解存在性证明中的局部化技巧.

习题 16.2. 利用 Picard 迭代求解线性随机微分方程 dXt = λXt dBt, 其中 B = (Bt)t≥0 是零初值一
维标准 Brown 运动, X0 = ξ 与 B 独立, λ 是常数.

解. 归纳定义 X(n) := ξ + λ
∫
X(n−1) dB, 其中 X(0) ≡ ξ. 由命题12.7可得 X

(n)
t = ξ

∑n
k=0

λk

k!
Hk(Bt, t),

于是 X = limn→∞ X(n) = ξ E(λB). ////

习题 16.3. 在爆炸时之前, 求解 dXt =
1
2
e−2Xt dt+ e−Xt dXt, X0 = a ∈ R.

解. 整理可得 dt = 2(e2Xt − eXt) dXt = d(e2Xt − 2 eXt), 则 e2Xt − 2 eXt = t + e2a − 2 ea, 进而解得
Xt = log

(
1 + εa

√
t+ (ea − 1)2

)
, 0 ≤ t < (2 ea − e2a) ∨ (εa∞), 其中 εa := sgn(a)1[a≠0] ± 1[a=0]. ////

习题 16.4 ([1] 5.2.17). 设 B = (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动. 证明 dXt = 3X
1/3
t dt + 3X

2/3
t dBt

有不可数个强解形如 X
(θ)
t := B3

t 1{t≥τθ}, 其中 τθ := inf{t ≥ θ : Bt = 0}, θ ∈ [0,∞].

证明. 对 X
(θ)
t = (Bt1{t≥τθ})

3 应用 Itô 公式, 有
dX(θ)

t = 3(Bt1{t≥τθ})
2 d(Bt1{t≥τθ}) + 3(Bt1{t≥τθ}) d(t1{t≥τθ}) = 3(X

(θ)
t )2/3 dBt + 3(X

(θ)
t )1/3 dt. ■

17 随机微分方程·续 (2021 年 12 月 6 日 +8 日)

命题 17.1 (Yamada–Watanabe). 一维SDE的解具有强唯一性, 若成立 Osgood 条件:

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ k(|x− y|), & |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ h(|x− y|),

其中 k, h : [0,∞) → [0,∞) 是零初值严格递增函数, k 凹, 且
∫ ε

0
du
k(u)

=
∫ ε

0
du

h(u)2
= ∞, ∀ε > 0.
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命题 17.2 (比较定理). 设 B = (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动, Xi = (Xi
t)t≥0 是一维随机微分方程

dXi
t = bi(t,X

i
t) dt+ σ(t,Xi

t) dBt 的唯一存在的强解, i = 1, 2. 若 b1 ≤ b2 且其一满足 Lipschitz 条件,
X1

0 ≤ X2
0 , 则 P{X1

t ≤ X2
t , ∀t ≥ 0} = 1.

证明. 由占位时公式, 可得 L0(X1 −X2) = 0. 接下来对 (X1 −X2)+ 应用 Itô–Tanaka 公式, 取期望后
代入 Lipschitz 条件, 从而可以利用 Gronwall 不等式.

定义 17.3 (弱解). 随机过程 X̃ = (X̃t)t≥0 称为(SDE)的弱解, 若 X̃ 是某个 (新的) 带滤流概率空间上
的随机微分方程 dX̃t = b(t, X̃t) dt+ σ(t, X̃t) dB̃t 的强解, 其中 B̃ = (B̃t)t≥0 是标准 Brown 运动.

定义 17.4 (分布 (弱) 唯一性). 关于(SDE)的弱唯一性成立, 若初分布给定的任意两个弱解同分布.

例 17.5 (弱存在/唯一性不蕴涵强存在/唯一性). 一维SDE dXt = sgn(Xt) dBt 的弱解存在并且是标准
Brown 运动, 而 X 和 −X 必然同时为强解; 但是, 考虑 B 的自然滤流时, 强解不存在.

定理 17.6. 考虑SDE dXt = b(t,Xt) dt + dBt, 0 ≤ t ≤ T , 其中 T 是固定正数, b : [0, T ] × Rn → Rn

满足线性增长条件 |b(t, x)| ≲ |x| + 1, 则对任意初分布都存在弱解. 如果 (在各自的概率空间上) 弱解
Xi = (Xi

t)t∈[0,T ] 满足
∫ T

0
|b(t,X i

t)|2 dt < ∞ (a.s.), i = 1, 2, 那么 X1 d
= X2.

证明. 应用 Girsanov定理变换 Brown运动: 原测度下的X,新测度下的 (Xt−
∫ t

0
b(s,Xs) ds)t∈[0,T ].

习题 17.1 ([1] 5.2.19). 设 B = (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动, Xi = (Xi
t)t≥0 是一维随机微分方程

dXi
t = bi(t,X

i
t) dt + σ(t,Xi

t) dBt 的唯一存在的强解, 其中 bi : [0,∞) × R → R 连续, i = 1, 2. 证明:
若 b1 < b2 且 X1

0 ≤ X2
0 , 则 P{X1

t ≤ X2
t , ∀t ≥ 0} = 1.

证明. 取定 m > 233, 则 b2 − b1 在紧集 [0,m] × [−m,m] 上的下界为正, 于是可构造 Lipschitz 连续
的函数 bm : [0,∞) × R → R 使其在 [0,m] × [−m,m] 上满足 b1 ≤ bm ≤ b2. 设 Xm = (Xm

t )t≥0 是
dXm

t = bm(t,Xm
t ) dt+ σ(t,Xm

t ) dBt 的初值为 Xm
0 = X1

0 的强解, 那么命题17.2给出

P
{
X1

t ≤ Xm
t ≤ X2

t , ∀t ≤ m ∧ inf{t : |Xm
t | > m}

}
= 1.

令 m → ∞, 注意 m ∧ inf{t : |Xm
t | > m} ≥ m ∧ inf{t : |X1

t | ∨ |X2
t | > m} → ∞, 即证所欲. ■

习题 17.2 ([1] 5.2.20). 考虑 dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dBt, 其中 B = (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动,
b ∈ C1(R;R), σ ∈ C2(R; (0,∞)). 设 b′ − 1

2
σσ′′ − bσ′

σ
有界, 且 1

σ
在 ±∞ 处均不可积. 给定初值后, 证

明此方程存在唯一的强解.

证明. 令 f :=
∫ ·
0

du
σ(u)

, 则有 f ′ = 1
σ
> 0 和 f ′′ = − σ′

σ2 . 记 Yt := f(Xt), 则 Xt = f−1(Yt). 由 Itô 公式,
dYt = f ′(Xt) dXt +

1
2
f ′′(Xt) d〈X〉t = dBt + ( b

σ
− 1

2
σ′)(Xt) dt = dBt + ( b

σ
− 1

2
σ′) ◦ f−1(Yt) dt, 这里将

Y 视作待求. 可见
(
( b
σ
− 1

2
σ′) ◦ f−1

)′
=

(
( b

′

σ
− bσ′

σ2 − 1
2
σ′′) 1

f ′

)
◦ f−1 = (b′ − bσ′

σ
− 1

2
σσ′′) ◦ f−1 有界, 故

Y 的随机微分方程满足 Lipschitz 条件和线性增长条件. 强解 Y 存在唯一, 则 X 亦如是. ■

习题 17.3 ([1] 5.3.12). 考虑一维SDE dXt = − sgn(Xt) dt+ dBt, X0 = B0. 证明其弱解 X = (Xt)t≥0

满足 P{Xt ∈ A} = e−t/2 E[1{Bt∈A} e−|Bt|+L0
t (B)], A ∈ BR.

证明. 由 Tanaka公式, −|Bt|+L0
t (B) = −

∫ t

0
sgn(B) dB. 设概率测度 P̃满足 dP̃

dP

∣∣
Ft

= e−t/2−
∫ t
0

sgn(B) dB,
则 B̃t := Bt +

∫ t

0
sgn(Bs) ds 在 P̃ 下是标准 Brown 运动. 我们有 dBt = − sgn(Bt) dt + dB̃t, 于是

(B, B̃)#P̃ = (X,B)#P. 特别地, P{Xt ∈ A} = P̃{Bt ∈ A} = E[1{Bt∈A}
dP̃
dP ] 即为所求. ■
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习题 17.4 ([1]: §5.3.A, §5.3.B). 阅读.

命题 17.7. 考虑(SDE)将 b 替换为 b+Hσ, 其中 H ∈ L∗(B) 在 [0, T ] 上有界, T 是固定正数, 则摄动
前后的随机微分方程在 [0, T ] 上的弱解存在性与分布唯一性保持不变.

定理 17.8 (Yamada–Watanabe). 对于(SDE), 轨道唯一性蕴涵分布唯一性.

推论 17.9 (Yamada–Watanabe). 对于(SDE), 弱解存在性加轨道唯一性蕴涵强解存在性. 此时成立如
下因果原则: 存在 (Bm

R ⊗ Bn
C[0,∞))/B

m
C[0,∞) 可测映射 h, 使得 X = h(X0, B).

18 Stroock–Varadhan 鞅方法 (2021 年 12 月 8 日)

注 18.1. 求(SDE)的弱解等价于寻找连续函数空间上的特定分布.

定义 18.2. (Af)(t, x) := 1
2

∑m
i,k=1 a

ik(t, x) ∂2f
∂xi∂xk (t, x) +

∑m
i=1 b

i(t, x) ∂f
∂xi (t, x), ∀f(t, ·) ∈ C2(Rm;R).

对于时齐 (不依赖 t) 情形, (Af)(x) := 1
2

∑m
i,k=1 a

ik(x) ∂2f
∂xi∂xk (x) +

∑m
i=1 b

i(x) ∂f
∂xi (x), ∀f ∈ C2(Rm;R).

定理 18.3. 循序可测随机过程 X = (Xt)t≥0 是(SDE)的弱解当且仅当对任意 f ∈ C1,2([0,∞)×Rm;R)
都有 Mf = (Mf

t )t≥0 是连续局部鞅, 其中

Mf
t := f(t,Xt)− f(0, X0)−

∫ t

0

(∂f
∂s

+ Af
)
(s,Xs) ds.

此时, 〈Mf ,Mg〉t =
∫ t

0

∑m
i,k=1

(
aik ∂f

∂xi

∂g
∂xk

)
(s,Xs) ds, ∀f, g ∈ C1,2([0,∞)× Rm;R).

证明. 必要性用 Itô 公式; 充分性用定理9.3, 为计算互特征需取坐标映射 (t, x) 7→ xi, 1 ≤ i ≤ m.

习题 18.1 ([1]: §5.3.C, §5.3.D, §5.4.A, §5.4.B; [2]: §3.6, §3.3, §3.4). 阅读.

习题 18.2 ([1] 5.4.33). 设 bi, aik : Rm → R (1 ≤ i, k ≤ m) 都是在紧集上有界的可测函数, (Xt)t≥0 是
(m 维) 连续适应随机过程, f ∈ C2(Rm;R). 对 λ ∈ R, 定义 fλ(t, x) := e−λtf(x), (t, x) ∈ [0,∞)×Rm.
证明 (‡) Mf0 ∈ Mcts,loc ⇐⇒ Mfλ ∈ Mcts,loc, 且
当 1/f 在紧集上有界时, (‡) ⇐⇒ (Nt)t≥0 ∈ Mcts,loc, 其中 Nt := f(Xt) e−

∫ t
0

Af
f (Xs) ds − f(X0).

证明. 易得 dMfλ
t = e−λt dMf0

t 和 dNt = e−
∫ t
0

Af
f (Xs) ds dMf0

t , 其中 dMf0
t = df(Xt)− (Af)(Xt) dt. ■

习题 18.3 ([1] 5.4.34). 设 X = (Xt)t≥0 是(SDE)的解, 且 ∀T > 0有 |b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≲T 1, t ∈ [0, T ].
任取 f ∈ C1,2([0,∞)× Rm;R) 和 k = (kt)t≥0 ∈ L1

loc([0,∞)), 证明 Mf,k = (Mf,k
t )t≥0 ∈ Mcts,loc, 其中

Mf,k
t := f(t,Xt) e−

∫ t
0
ku du − f(0, X0)−

∫ t

0

(∂f
∂s

+ Af − ksf
)
(s,Xs) e−

∫ s
0
ku du ds.

进一步地, 若 ‖f‖C1,2 < ∞ 且 k 有下界, 则 Mf,k 是鞅.

证明. 由 Itô 公式, dMf,k
t =

∑n
j=1 e−

∫ t
0
ku du ∑m

i=1(
∂f
∂xi σ

i
j)(t,Xt) dBj

t . ■

习题 18.4 ([1] 5.4.35). 设 X = (Xt)t≥0 是(SDE)的解, X0 = x0 ∈ Rm, 其中 b 和 σ 都是不依赖 t 的
在紧集上有界的可测函数. 对于 f ∈ C2(Rm; [0,∞)), 若存在常数 λ > 0 和 c ≥ 0 使得 Af + λf ≤ c,
证明 Ef(Xt) ≤ f(x0) e−λt + c

λ
(1− e−λt).

证明. 易见 Mf 是鞅, 于是 Ef(Xt) = f(x0) + E
∫ t

0
(Af)(Xs) ds = f(x0) +

∫ t

0
E(Af)(Xs) ds. 我们有

d
dt
[
eλt Ef(Xt)

]
= eλt

[
λEf(Xt) + E(Af)(Xt)

]
≤ c eλt, 积分即得 eλt Ef(Xt)− f(x0) ≤ c

λ
(eλt − 1). ■
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19 鞅问题 (2021 年 12 月 15 日)

注 19.1. 简便起见, 考虑时齐情形, 即各种系数不依赖 t.

定义 19.2 (鞅问题的解). 若 ∀f ∈ C2
c (Rm;R) 都有 Mf ∈ M2

cts, 则 C([0,∞);Rm) 上的概率测度称为
A 对应的鞅问题的解. 换言之, 鞅问题的解是 (SDE)(σ, b) 的弱解的分布.

注 19.3. 利用局部化, Mf ∈ M2
cts, ∀f ∈ C2

c (Rm;R) ⇐⇒ Mf ∈ Mcts,loc, ∀f ∈ C2(Rm;R).

定义 19.4 (鞅问题适定性). 称一个鞅问题适定, 若任给固定初值都存在唯一解.

定义 19.5 (时齐 Markov 分布族). 称 C([0,∞);Rm) 上的一族概率测度 {Px}x∈Rm 为 Markov 族, 若

(i). ∀A ∈ Bm
C[0,∞) 有 x 7→ Px(A) 可测,

(ii). ∀x ∈ Rm 有 Px{ω ∈ C([0,∞);Rm) : ω(0) = x} = 1,

(iii). ∀x ∈ Rm, ∀t ≥ 0 有 Pxθ
−1
t |Bm

C[0,t] = PXt
, 其中 θt : ω 7→ ω(·+ t) 且 Xt : ω 7→ ω(t).

如果(iii)中固定的 t 推广为 (有限) 停时 τ , 就得到了强 Markov 性.

定理 19.6. 若 σ 和 b 都是不依赖 t 的在紧集上有界的可测函数, 且 (SDE)(σ, b) 对应的鞅问题适定,
则此鞅问题的解构成强 Markov 族.

习题 19.1 ([2] §4.3; [1] §5.4.C). 阅读.

20 鞅问题·适定性 (2021 年 12 月 20 日)

定理 20.1 (存在性). 证明. 利用 Euler 折线法, 结合胎紧性得到子列极限分布, 即为鞅问题的解.

定理 20.2 ((一维边际) 唯一性). 证明. 在扩张概率空间上对鞅取期望, 让作用函数过遍决定类.

注. 更多内容参看 D.W. Stroock; S.R.S. Varadhan. (2006). Multidimensional Diffusion Processes.
Springer. https://doi.org/10.1007/3-540-28999-2

习题 20.1 ([1]: §5.4.D, §5.4.E, §2.4.B, §2.4.C; [2] §3.5). 阅读.

习题 20.2 ([1] 5.3.15). 设(SDE)中 b 和 σ 满足 |b(t, x(t))| + |σ(t, x(t))| ≤ L
(
1 + maxs∈[0,t]|x(s)|

)
,

∀t ≥ 0, ∀x ∈ C([0,∞);Rm), 其中 L > 0 是常数. 证明: 若 X = (Xt)t≥0 是(SDE)的弱解, 则任取
p ≥ 1 和 T > 0, 存在仅依赖 p, T, L,m 的常数 C > 0, 使得 ∀t ∈ [0, T ] 有
E
[

maxs∈[0,t]|Xs|2p
]
≤ C

(
1 + E[|X0|2p]

)
eCt 和 E

[
|Xt −Xs|2p

]
≤ C

(
1 + E[|X0|2p]

)
(t− s)p, ∀s ∈ [0, t].

证明. 见 [1] §5.9 题解; 注意符号与此处略有区别. ■

21 随机积分·带跳 (2021 年 12 月 15 日 +22 日)

定义 21.1 (方括号过程). 设 X = (Xt)t≥0 是实值随机过程, 对每个 t 存在

[X]t := P- lim
∑m

k=1(Xtk −Xtk−1
)2 (maxk(tk − tk−1) → 0),

其中 0 = t0 < t1 < · · · < tm = t, 则 [X] = ([X]t)t≥0 称为 X 的二次变差过程.
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习题 21.1. 设 (Nt)t≥0 是速率参数为 λ 的 Poisson 过程, Ñ = (Ñt)t≥0, 其中 Ñt := Nt − λt. 证明
[Ñ ]t = Nt 且 (Ñ2

t − [Ñ ]t)t≥0 是鞅. 注意 (Nt)t≥0 不可料 (命题2.5), 因而不可能是补偿子.

证明. 在习题2.2中已知 Ñ 和 (Ñ2
t −λt)t≥0 是鞅,而 Ñ2

t − [Ñ ]t = (Ñ2
t −λt)−Ñt−([Ñ ]t−Nt),所以只需

验证二次变差. 固定 t. 当 maxk(tk − tk−1) → 0 时,
∑

k P{Ntk −Ntk−1
≥ 2} =

∑
k o(tk − tk−1) = o(1),

于是 P- lim
∑

k(Ntk −Ntk−1
)2 =

∑
k(Ntk −Ntk−1

) = Nt. ■

习题 21.2. 沿用习题21.1的记号. 令 τi := inf{t : Nt ≥ i}, 即 (Nt)t≥0 的第 i 次跳跃时间. 逐轨道求
Lebesgue–Stieltjes 积分

∫ t

s=0
1[0,τ1)(s) dÑs 和

∫ t

s=0
1[0,τ1](s) dÑs. 注意 (1[0,τ1](t))t≥0 可料.

解. 易得
∫ t

s=0
1[0,τ1)(s) dÑs = −λ(t ∧ τ1), 而

∫ t

s=0
1[0,τ1](s) dÑs = Nτ11{τ1≤t} − λ(t ∧ τ1) = Ñt∧τ1 . ////

命题 21.2. 设 M = (Mt)t≥0 ∈ M2, 则 [M ] = ([M ]t)t≥0 是右连续的增过程, 且 (M2
t − [M ]t)t≥0 是鞅.

注 21.3. 定理2.13表明 M ∈ M2
cts 有 [M ] = 〈M〉. 习题21.1给出了 [N ] 6= 〈N〉.

b 下面固定 M = (Mt)t≥0 ∈ M2.

定义 21.4. L2
pd(〈M〉) :=

⋂
T∈(0,∞) L2

T,pd(〈M〉), L2
T,pd(〈M〉) := {可料 (Xt)t≥0 : E

∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t < ∞}.

命题 21.5. 范数 ‖X‖L2
T,pd(⟨M⟩) :=

√
E
∫ T

t=0
X2

t d〈M〉t 使 L2
T,pd(〈M〉) 成为 Hilbert 空间.

推论 21.6. 准范数 ‖X‖L2
pd(⟨M⟩) :=

∑∞
T=1(1 ∧ ‖X‖L2

T,pd(⟨M⟩))/2
T 使 L2

pd(〈M〉) 成为完备度量空间.

定理 21.7. L0 是 L2
pd(〈M〉) 的稠密子空间.

定义 21.8 (简单过程的随机积分). (♠)∈ L0 关于 M 的随机积分为鞅变换∫ t

0
X dM := IMt (X) :=

∑∞
k=0 ξk(Mtk+1∧t −Mtk∧t), t ∈ [0,∞).

引理 21.9. 设 (At)t≥0 是适应且可积的连续增过程. 若 (Xt)t≥0 循序可测且 E
∫ T

t=0
X2

t dAt < ∞,
∀T ∈ [0,∞), 则存在可料过程 (X̃t)t≥0 使得 E

∫ T

t=0
|X̃t −Xt|2 dAt = 0, ∀T ∈ [0,∞).

注 21.10. 当 M ∈ M2
cts 时, L2

pd(〈M〉) ⊂ L∗(M).

定义 21.11 (随机积分). X ∈ L2
pd(〈M〉) 关于 M ∈ M2 的随机积分为

∫
X dM := IM (X) := M2- lim IM (X(n)), 其中 L0 3 X(n)

L2
pd(⟨M⟩)

−−−−−−→ X (n → ∞).

定理 21.12. IM : X ∈ L2
pd(〈M〉) 7→

∫
X dM ∈ M2 是线性等距, 且 〈

∫
X dM〉 =

( ∫ t

s=0
X2

s d〈M〉s
)
t≥0

.

注 21.13. 类似地, 对于 M ∈ M2
loc 有 IM : X ∈ L2

pd,loc(〈M〉) 7→
∫
X dM ∈ M2

loc, 其中

L2
pd,loc(〈M〉) :=

{
可料 (Xt)t≥0 :存在一列停时 τn ↗ ∞ (a.s.) 使得 (Xt1(0,τn](t))t≥0 ∈ L2

pd(〈M〉)
}
.

命题 21.14. 〈
∫
X dM,

∫
Y dN〉 =

( ∫ t

s=0
XsYs d〈M,N〉s

)
t≥0

, ∀X ∈ L2
pd,loc(〈M〉), ∀Y ∈ L2

pd,loc(〈N〉),
∀M,N ∈ M2

loc. 特别地, 〈
∫
X dM, N〉 =

( ∫ t

s=0
Xs d〈M,N〉s

)
t≥0

.

Itô 公式

定义 21.15 (纯断局部鞅). 称 (初值未必为零的) 局部鞅 M 纯断 (purely discontinuous), 记为 M ∈
Mdis,loc, 若 ∀N ∈ Mcts,loc 有 MN 是局部鞅, 亦即 〈M,N〉 = 0.
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引理 21.16. 有限变差局部鞅是纯断的.

命题 21.17 (Mloc⊕{初值} = Mcts,loc⊕Mdis,loc). 对于局部鞅 M , 存在唯一的分解 M = M cts+Mdis,
使得 M cts ∈ Mcts,loc 且 Mdis ∈ Mdis,loc.

定义 21.18. 定义7.1中的半鞅 X = X0 +M +A 的连续局部鞅部分唯一确定为 Xcts := M cts.

定义 21.19 (跳过程). 随机过程 X = (Xt)t≥0 的跳过程为 ∆X = (∆Xt)t≥0, 其中 ∆Xt := Xt −Xt−,
并且约定 X0− = X0.

引理 21.20. 设 X = (Xt)t≥0 是半鞅, 则有

[X]t = 〈Xcts〉t +
∑

s≤t(∆Xs)
2 = X2

t −X2
0 − 2

∫ t

s=0
Xs− dXs, ∀t ≥ 0.

特别地, 对于 M ∈ Mloc, 有 M2 − [M ] ∈ Mloc.

定理 21.21 (半鞅 Itô 公式). 设 f ∈ C2(R;R). 对于半鞅 X = (Xt)t≥0, 有

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

s=0

f ′(Xs−) dXs +
1

2

∫ t

s=0

f ′′(Xs−) d〈Xcts〉s +
∑
s≤t

[
∆f(Xs)− f ′(Xs−)∆Xs

]
= f(X0) +

∫ t

s=0

f ′(Xs−) dXs +
1

2

∫ t

s=0

f ′′(Xs−) d[X]s

+
∑
s≤t

[
∆f(Xs)− f ′(Xs−)∆Xs −

1

2
f ′′(Xs−)(∆Xs)

2
]
.

例 21.22. 承习题21.2, 有


∫ t

s=0
Ñs− dÑs =

1
2
(Ñ2

t −Nt),∫ t

s=0
Ñ2

s− dÑs =
1
3
(Ñ3

t −Nt)− 1
2
Nt(Nt − 1) + λ

∑Nt

i=1 τi.

习题 21.3 ([2]: §2.4, §2.5, §2.6, §7.1, §7.6). 阅读.

The End K
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